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I. 

üeber den Yortrag der Lehre von der Auflö- 
sung der Gleichungen des dritten Grades. 

Von 

dem Herausgeber. 



Der in den Elementen gewöhnliche Vortrag der Lehre von der 
Aaflilsang der Gleichungen des dritten Grades hat mir immer der 
Matnr der Sache nicht recht entsprechend geschienen. Vielleicht 
durfte sich die folgende Darstellung einigermassen zur Beriicksich- 
'tigung beim Unterrichte empfehlen. 

Die aufzulösende Gleichung, in welcher d«s zweite Glied fehlt, 
lei 

1) ^'z=ara7 + ^9 
wo 41 und b reelle Grössen sind. ' Man setze 

2) *=o»-i-yV/::ri)+(;».+y.»/rri) 

w* aaeli p, q, p„ f^ reelle Grössan seio sollen, so ist, wie bsd 
kkkit findet: 



+ (F + fV/^»)' 






(f + g,)P^H 



li» 
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Setit man p^ =fi^ /»^•^i±:/i»,{ «• #«tfdtftl di«M GMAMg^ 



» ■ ■ 



«t'i =rf«'. «+«i =3^r 



(« — «,)» =(«4-«,)» - 4«i#, =Ä» -^' 
ist, 80 bat man zur BestiniinuDg voo «, », die beiden Gleichungen 

1 - 

tue denen sich 



also 



2 "^ * 2 ' 

• ■■■•"" 



^ _^ A=f=v^^»-^ » 



ergiebt. Wenn daher 






«V»' ^*» ^' 



iat, so ist 



2 2 

eine reelle Wurzel nnserer Gleich uBg, und folglich 

Zieht man di^s von 

a:^ — aa: — If 
ib, so erhält man . ' 

a:* — aa: — Ä = ar' — (/^7l-/^il' -^ a\a: — {p'^Pi)]^ 
oder, wie mau leicht findet: 

9*—aa: — ^= {Är--(;i-h^',)}<Ar»-+ (;7+;?,)^+(^+;?,)«— aj, 
18.4 die imak atidiei^eu Wur^etti der JGlcichuD^ . / 

(r|[;eben sich daher durch Auflösung der quadratischen GIeichuno|t 



I 



nicht verscliwindeD , so folgt aos der dritten itf fthif genannten 

Gleichnngen» Dämlich ans der Gleichnog 

> 

anf 4er Stelle Pi =Py nnd die fünfte^ Gleichoog, nämlich die Glei- 
djnmg 

ist nun identisch gleich Null. Die zweite and vierte Gleichung, 
nämlich die Gleichougen 

P'+Pi^—^P9^—^Pi9i^ = A, 
werden aher 

and die Grössen p und 7 sind also jetzt so zo bestimmen, dass 
diesen beiden Gleichungen genügt wird. 

Hierbei siqd wir nach 1. offenbar berechtigt anzunehmen, dass 



^" > ^S 



also 
erste 



auch a nothwendig positiv ist. Demzufolge können wir die 
der beiden zu erfulleDden Gleichungen auf die Form 

("Vir ■»- Wir = > 

bringen, und sind also offenbar berechtigt, 

Py'i = sin 9P, f |/— = cos SP 
LI 

p = sin fpyT' 9 ^^ ^®* ^VT 

n setzen. Fähren mt diese Ausdrücke von p und ^ in die zweite 
iKr beiden zu erfoj^den Gleichungen ein, so wird dieselbe nach 
eniigen leichten Rednctionen 

sin 9P« -3sin gp cos 9p* = ?|j/l. = y^ 

WeQ'nvfr aber nach einer bekannten goniometrischen Relation 

sin 39=:3sin 9 cos 9* — sin 9p' 
ii^ ao lit 



9 

Feroef ist die QleicbuDg desjenlflreD Kegels, dessen Scheitel 
nch iD irgend einem Pnnkte (^9 y'» it) dieser Ellipse befindet, und 
der dM Ellipsoid (1) berührt, folgende: 






= 0.... (3) 



af)[%^h) 



Setsen wir in dieser Gleichung « = — K^ so erhalten wir die Glei- 
chttDg der Corve, in welcher die Kegelfläche (3) die Ebene E 
durchdringt, oder der €urve, welche den Schatten begränst, den 
das Ellipsoid (1) auf die Ebene Ei wirft, wenn sich der leuchtende 
Punkt in einem Punkte P der Ellipse (2) befindet, dessen Coordina- 
ten a^^yfyh sind. 

Diese Gleichung ist: 



^ A^B^(h + Ky 

Ans dieser Gleichung erhalten wir leicht: 



= 0.... (4) 



li 

Diese GleieboDir drfick« tW eiii^:i»it itr «hicfli 4ie Ckichwif (^) 
iargestelltoo. Ellifie ähnliche Ellipse lu».. . ,. 

NeluMen wir statt der T^eitciirve CSS) des 'MittelDanktt Tom 'EI- 
Kpeeid eine Hyperbel, eine Ponihel, oder eise Gersse, der#n 6leK 
^BBgen 

$fs=m^0t.... (30) 

• • • .• ■. ! • 

i 

nsd, so erhalten wir auf gleiche Weise, wie «ben, fÖr die GM«^ 
drangen der Ort8cnr?en der fraglichen Mittelpunkte respective fol- 
f»de: 

^»(O — c»)» T* — a*{C* — ^)» *7» 

— 2^a(€>H-^*)(C*— <?»)T . }=0.... (51) 
-I- (C» + c>l')» (aV* — ^'a*) 

I ■ 

€/ — ^ C^^c* V-nJ.... {Ö6) 

Die erste dieser Gleichungen drückt eine Hyperb^ ans, die mit der 
Leileiinre (28) ibnlich ist; die zweite eine Parabel, wetehe ebes* 
Us Bit , der entsprechenden Lettparabel (29) ähnlich ist; die dritte 
csdlieb eine mit der Geraden (30) parallele Gerade. 

llf. Wir können auf gleiche Art die nämlichen Anfgaben in 
leiiebnDg auf andere Flächen des zweiten Grades lösen. Du je* 
4sdb Wiederholungen zu vermeiden, werden wir nur noch bei einer 
dcnelbeD die Resultate angieben. 

Ist Dämlich 

üt Gleiebnng einte eintbeiligen Hyperboloids, so finden wir in Be- 
a^ang anf die in Aufgabe 1. gestellte Forderung fllr die Gfei* 
dbang der Befftanzungscurve des Schattens, welchen das BlqMMrbQy. 
kid aof eine Ebene i^, deren Gleichung x = — X ist, wirfl^ wenn 
{^9^9 A) die Goordinaten des leuchtenden Punktes rind: V- * -'H- 
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Ivn Fall a): 

Im Fall ,b): 

^«(C* + c»)» T» — a»(C* -HC»)» 17« 
— 2a»*(<?A'— C^)(C» + c»)l7 
-H 2ß*a(cff^ €*){€* +.€??)T 
4- (cÄ' — C*i^ (a»/?» — *»a») — a^ß^c^c -|- A^)' 

Im Fall c): 

C»-|-c» "*" C»H-c» 
Im Pftll d): 



= 0.... (44) 



= 0..,. (^) 



.... (46) 



^^ 






C»-l-c 



Aneb diese vier CuitveD siod ähnlioli mit jenen in. (43). /Bei 
den ulkigen Flachen des zweiten Grades wird man bei ShnlicibeB 
Untevsvcbnngen Resultate erbalten, welcbe mit den bereits gelan- 
denen im Allgemeinen übereinstimmen. 



• t 



33 

An (1^, (i9> und j(10) folgt» '. . 
d. 5. GNF— eil. R. hF8 
= ^^ - 2) - g}\/''Sri-i5 _ «i/tj - f Are «D f ..., (21> 

öd anch 
A.^ThaB^A\.^CNOF 

Ferner finden wir noch: 

CiL R. ^/W€ = ell. R. ^#Wä=2^.... (23) 

eil. R. CFR = ^\\. R. Ä#!ÄÄt ^(4--») (24> 

•IL R. iCJKFÖ=iclL R. i?Ä'jP/=^{4 — ^) .... («I) 

Am (M) und (25) folgrt aucb, dass die elliptischen Räume CNFO^ 
B8FI^ CJiFR^ BSF» einander gleich ^ind. 
Femer ist auch 

eil. R. CFX = eH, R. BFX = ^{n--2) .... (26) 

Au (19) und (26) geht anch hervor, dass die elfiptiiehen Rannte 
CNFX, BSFX,%CAF, BSFT ehenfaMs einander gleich sind. 

. Setzen wir endlich AU = a^\ so ist FU = — , und wir 
iiden leicht, dass 

dL R- CFP'JT TzzellR. BFFL'^ii^lAaf'^^a^Tti.... (27) 

Wir würden die nämlichen Resultate wie in (13^ nnd (23) er- 
Uten haben^ W^nn Wit die Frage gestellt hätten: 

.Wo ist der Ort des Punktes P, dass, wenn JVPZf parallel AC 
gelogen und JIP bis zum Durchschnitt mit der Ellipse verlängert 
wird, alsdann der Flächenranm ACNP gleich dem elliptischen 
Seetor AfSB wird? 
j Denken wir uns, um die^pigmr nicht mit Linien zu überladen, 

es sei AFR nicht die Asymptote der Hyperbel t^ßg'i und setzen 
äLz=za:j NL^zy^ AT^^x\ FTz=zif, s» ist 

eil. R. A CNF =z eil R. ACNL — tüAPL 

A\. Seet AFSB=i^\\. R. BSFT^t^AFT, 

9i» da a:: FL = af'. f/ md PL = ^ = ^K«» — ;r'» ist, so 
Uen wir: 
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eil. R. ACNP=^ ^[/ärr^P 4- ^ Ä« «B 4 - ^»/«•-*'«, 



2a' 



Skx' 



elL Sect. ^jFWA = -^ Are gos^. 



Folglich hallen wir die B^ingangsgleichiing: 

hx^ y , te* I y- = TT - ab. 



||l/5n^_^V/i5=^+f { Arcinf _Ärcco.f j=0..„ 0»^ , 



Es ist aber 



£! = Ä«. «5« l/S5n^ 



Are cos -r = Are sin 



'j .* 



mithin wird die Gleichnng (28) su 



bXs 



hx* 



2^K a — ^ ^2«ir^ 



. I/tf» — «'' 



Kü*— 0/»+ Y { Are sin ^Arc sin! 



Setzen wir in dieser Gleichung die transcendenten Grössen einm- 
der gleich, so mnss auch 



SS 



= 1/«»— o?'- 



■ein» woraus wir 



a^^Vä^^ 



a:' 



erhalten. 

Setxen wir diesen Werth von or' in die letzte Gleichung , s» 
finden wir, dass derselben nur in dem Fall genügt wird, wenm' 

^=:r^ ist; mithin muss der Punkt P auf F fallen, und es er- 
gaben sich wieder die Gleichungen in No. (13) und (23). : ' 






t » 



•der . .-.. 

1 *-> . («»-*)(»- ») (»-5)(«»-6)(«-7) . 

• ■ ■ ■ 

Ks ein Glied-' NqH wird. 

Wird 911& anch die rechte Seite der Gleiebttog- (C?), nSmlich 

Äi-r-^- — j oder /ii(l + ^') — /i»(l — ^') entwickelt, so e.ottprin- 
gen aus ^(l + o;*) lauter Glieder von der Form 

t—ty+i—, 
.. (* 

«d awi «—^(1-*-^«') lauter Glieder von der Form 



Ke Potenz ^^r" kann daher nur dann vorkommen} wenn j» entwe- 
der durch. 8, oder durch 2, oder durch heide ungleich theilhar ist» 
also wenn i» eipe der Formen 6v, dtf4*2, 3, 4 hal:. Der Ausdruck 
(J^ veiachwindet also, wenn m eine der beiden. Formem 6cf + 1» ^ 

Suchen wir nun den Coefficienten von af^ für die ersterea 
FiVe. Wenn «nur dnrdh,2 theill^ar ist und aUa eine der Formen 

€r«<t-2y 4 hat» so- kommt ;ßf* nur mter dee Gliedern — vor and 

12 
sein CoefiScient ist — oder — , da jetzt is=:=2v ist 

Wenn j» nur dinrcti 3 thtilbair ist und also die Jfonm ^4-3 

hat, so kommt a*^ nur uateB den (filiedeün ( — l)f*+^ — vor und 

1 3 ^ 

uh^ Coefficieat ist (— l)/^i — oder — , da. je^ «.== ^ luid ^ 

imgeraae, mithin /k + I gerade ist 

Wenn schliesslich n sowohl durch 2, als durch 3 theilhar ist, 
isd also die Form 6f^ hht^ bp^ kommt ar^ sowohl unter den Glie- 

denn ( — ly^^-T—j als auch unter den Gliedern — vor. Dort hat 

es den Coefficienten ( — l)f*+i-T oder , da jetzt i9 = 3)ti und 

fk gerade, mithin f»+l ungerade ist; hier hat es den Coefficienten 

1 2 

--- oder -~, da n auch =2v ist Die Summe dieser heiden Coeffi« 

denten ist eher gleijch -«^ —. 

Fassen wir alles Vorstehende zusammen, so ergieht sich, dass 
der Ausdruck (/l) oder - 

^ » — g (i»^4)(n — 5) (n-5)(w — 6)(» — 7) . 

2 "^^ 2.3 . 2.3.4 -+•••. 



his ein Glied Null wird^ gleich 



« . • ' 



83 



(_l)iH-l 2cos ^n + l 

3 



Wird hier wieder jv-f-3 statt n gesetzt, s6 ist die Snmme 

• n ■ (ii>-l)(ff-2) (^ — 2)(^~S)(>f-4) 

2 "*" 2.3 2.S.4 "t---% 

l4-(— l)»2C0S---7f 

3 " 

"~ «4-3 ' 

woraus wieder die obigen secbs verschiedenen Werthe hervorgehen, 
wenn man die Formen der Zahl it in Bezug auf den Modulus 6 
ODterscheiden will. 

Zar Uebung für Lernende füge ich noch einige ähnliche Sätze 
hinzu: 

. 2» + 1 
sin — ~-7J 

1) 1 _!..+(» -!).-(«- 2). +....===(-l)-_»_ 

^ 5111 y7» 

I 

2) (i»-M)i— 2.«, + 3.(ii — 1), — 4.(» — 2)^-*-.... 

. 2» — 1 

= (^ l)n2 . !i±i . COS g^^ + H l)'^^ f > ''° . L " 

9 a sm ^TT 

A\ m •fM'^l ••».fn-^ft'^l nt .xit-f- 1 ••«.Hl -f.« -— 3 

-^ 1.2....n * l,2....9t — 2 

^ fTI . Hl -|- 1 •..•Ht -f«ft •— 5 

"*■**»• 1.2. ...«-4 .... = ««. 

4) Auch 4cr im 4ten Bande No. XVII. zum Beweise vorgelegt 
Satz g^ehört hierher: 

ü^y^ = tffn . Äln ^~ 2 . Ml;i — 1 . f^n+X "H 2 . Mn — 2 • ^n-^ •—.... 

UDd mao wird sich leicht überzeugen, dass m weder reell noch 
imaginär, geschweige denn eine positive ganze Zahl zu sein braucht, 
wie dort' angegeben ist. 



Th«aTi. 
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binationen f^Iaogt iffire, welclMr für die viNrigeii 6 UBbekaDÖtdii 

feeignete Werthe lieferten; Dämlich solche Werthe, die De&st dep 
wijlkührlich aDgenommcnen die Zahlenreihe 1 .... 9 erschöpften« 
In dieser Beziehung wäre unsere Aufgabe also nicht des Erwähnens 
wertb. Vielleicht ist aber die folgende Behandlung im Stande, ihr 
dadurch einiges Interesse zu verleihen, dass sie die Versuche, regelt 
ond mindert. 

Die Wirksamkeit der Auflösung, welche ich zu geben im Be- 
ffriif bin, erstreckt sich viel weiter als auf die yorliegende Aufgabe. 
Um gleich ihre ganze Bedeutung erkennen zu lassen^ stelle ich da- 
her die folgende Aufgabe, welche jene als besondern Fall in sich 
Bchliesst. 

2. , • 



>»j 



,Han soll neun beliebig gegebene Zahlen dergestalt in das 
„Schema 

„eiDScbreiben , dass ,die Summen ^i+e^u ^s + t^t» ^» + c^i> 

>j^i ~H ^i gleiche Werthe haben.'' 
Die Bedeutung der Buchstaben ^, bis d^ ist dieselbe wie oben. 

Bezeichnet mUn die Summe aller neun Zahlen mit «, so hat 
■an 

folglich 

(Ä,4-r,) + (Ä. + fa) + (Ä,-|-f;,) = 2# 

and, wegen A, + c;, = A, + f^a = ^, -f- v^ : 

« 

Die Bedioguitgen der Aufgabe sind also ausgedrückt durch die 

Gleichungen: 

« 

3) i5,+tf, =1*, 6) i/, +«?,=|# 

Sobstituirt man hier Ar Ä, bis di ihre Werthe in a bis «, so er- 
man 

7) 2a + 6 + c + d+g=ziM, 10) 20 + 2ef + 2f = |« 

8) 2e-\-6+/+d'^^i = is 
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bandliing: A präsent nons allons dosner frbor e« iMor^Me iiiipiM*^ , 
taut ime dteoDstration • aussi simple qu'^l^mentaire , qui pour cela 
■tee A0118 BemMe iiii6rUer u«e plac^ oaDs les Trait^ ^l^eDtairea 
des s^ries. Diesen elementareo Beweis werde ich im Folgeniden 
den Lesern des Archivs mit des Herrn Verfassers eigenen Worten 
Bittheilen. 

D^ignoiis par 8k et Su les sommes respectivea des k premiers 
tennes des sdries 

Cos a./(l) + Cos 2« ^2) + Cos 3a ./(3) +....+ Cos na.f(n)'^ etc. 
Sin a./(l) + Sip 8«./(2) + Sin 3a./(3) H-...-4- Sin i»«./(ii)Hh etc. 

il s'ensait qne 



Sn^ -^Skz=z2 Cos {k + i)a ./{Ar + i) 



(1) 



£r,^^/Sl'i = 2 Sin (A: + i)a ./(Xr + i) 

Les s^ries, dont il s^agit^ sont donc convergentes si pour les va- 
kan infinimept grandes de A 

Sn+k —'Si et S'„i4i — STt 

•'approchent inJSniment de z^o, quelque grand soit le nombre en- 
tier m, «'«st k dire, si 

lim j-SU* — «f*j=0, 

A eaiHie des formales connues 

^""= l-äSüTÄ ' 

^. Cos (a-^-b) — Cos(g — 5) 
Sin « = 2gjj-^ , 

OB poara, mettre les formnies (1) sons cette forme 

«M^— iS'*= — i— .f/(Ä-»-»)|Sin(*4-«+i)a- Sin(Ä-|-»-i)a}, 

2Sin 4- •-> 



S't^^—JS'i SS -i— . :S/(it-H)|Cos(*+H4)a-Co«(*-H-4)«l. 

2Sin — *=i 
2 

foü, en se nppeinnt qne 

fiB(^H-t+i)a=Sin(>&Hh^+l)a • Cos -l— Co8(>H-t+l)a . Sin ^t 
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Ceb tent, ri f(as)^ s'^vanonit ponr les yalenrs infiniMent grande» 
4e Ofj il s'ensiiit ^yidemmeDty que 

et partant, en vertu des formules (2), 

iSr,^^ — Är^ = o, 

uour tontes les valeurs de a, qui ne s^approchent infiniment de 0, 
»r, An etc. 

C. Q. ¥. D. 



VII. 

Note sur Flnt^grale finie ^e^y. 

Par 

Monsieur C. J. Malmst^n, 

Professeur des Mathlmatiques ä I'Universite d*Upsala. 

(Aas den NotIs Actis Regiae Societatis scientiarum Upsaliensis. Vol. XII. 

Üpsaliae. 1844. mitgetheilt Tom Herausgeber.) 



Btant y nne fonction entiere de ^, on sait bien, qae Tint^ 
grale finie 

peut toajours se trouver sous la forme finie par la formale connue 

-f-etc. .... (1) 
oii lea coSfficiens sont ddtermin^ par les ^quations *) 



) Voyes Lacroix Trait6 des Differ. et des Siries« Paris. 1800. 
-pag. 10»« 



etc. 

Le tont consiste k treuver une expression g^n^rale ponr calcnler 
Pud qaelconque de ces coefficiens iDd^peDdamment des aatres. En 
effet une teile expression est deja trouv^e par Eytelwein 'O; mais, 
que je sache, personne n'a observ^ la relation iDtime de ces coefiGi- 
cieiis aux d^riv^es successives de la fonction 



e^—V 



C'est cette relation que je vais faire connaitre dans la note prä- 
sente, et qui> je crois, doit dtre d'autant plus importante, quelle 
nous fotirnit un mojen ais^ de d^montrer rigourensement la for- 
male symboliqae 

2e^p = 






ff ^tant une fopction «ntiere de a:. 



Soit y une fonction ebti^re de a: de «»ienie d^gr^, et sobsti- 
tuons dans (1) 

(^Ä-1M„ (^-1)^,, (^-IMm (^-1^4, etc. 

au lieu de 

J, B, C, D, etc.; 

la formule (1) pourra 6tre pr^sent^e sous cette forme 



2^=iSr^>e*y(0, ,... (2) 
oti 

I 



^0=^ 



' ■ 



*) Grundlefaren der hohem Analysis Ton J.A.Eytelwaip« ILBd. (.578. 



4»; 

Maid par la formale coDnue 

OD aara 

d^oü) en sobstituant paar /^y . 

j(---l l«2**»*Ar 
on conclora 

et, en posant ^0 au Keu de y, 



SubstituoDs k pr^'nt cette yaleur de e^^O daos (2); en ae rappe^ 
lant que ' 

y(^4^)sO pour i + Jh:>m 

OD aora ' 

feO «sdO ibsi 1.2.. ..Ar 

oDj si PoD pose daos la deroibre somme i au Heu de i + Jh, 

I 

Od eo coDclura tr^s .facilemenit, pour la d^terBunatioD des coeffi* 
cioDS Jl: 

= ^,(^-1) + ^!? 



r(2) 
— A (ef^^l)^^^ j-f^ 



' et g^Ddralemeot 



Ott 



*=iJr(*-|.i) 









r(*^.i) 



44 

\ 

ou enfin ' 

En mettant m — 1 a la place de my on aura 



J„^i = e^ 8 "^^ 



d'oü, en diffi^reutiant par rapport k 4» 

"IST— ix5o^ tei r(«iH-i-ifc) ^^^ 

Multiplions a präsent la formule (4) par m, et en retranchons (5); 
nons aurons T^quation 

qui, pour 6tre satisfaite, exige ^videmment que 



«^^ = 



</>i ' 



i itant un nombre entier. En posant ici successive i-^l, i — % 
i — 3, etc. au ' lieu de i, il en r^sultera 

c'est a dire, en vertu de (3), 



Voilk l'^quation tr^s simple, qui fait dependre la d^termination des 
coefficiens A de Texpression g^n^rale des d^riv^es de la fonction 



5*-T 



El Quant a la valeur de 



> 
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eile poorra se tronver imm^diatement par nne formnle qae doiib 
avons aatrefoia demoDtr^e *)) savoir 



r m IIA 
Zr = (— 1)T . ^(-1)*-1 



(r^) 



a ZJ 



^nt 






p^' 



dßT 



M) 






Ed faisant ici 






00Q8 anrons 



ifi 



a 






^) Theoremata Nova de Integr. Defin. etc. Upsalke« 1812. C^. ArduT 
der Maüiematik und Physik Yon Gnmert. III. Th. p. 44. 
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AB* = 2V/^£7» — ^Aß^. 

Hau gelangt za diesen Gleichungen auch unmittelbar, wenn man 
sich von den Punkten ß^ C^ D^ £2 auf den Durchmesser AA^ Per- 
pendikel gefällt denk^, weil man dann nach einem bekannten geo- 
metrischen Satze die folgenden Proportionen hat: 

2:Aß = Aß:VAß^—iAC^, 

2:AC^AC: V AC^ — \AD^, 

2 : ABx=i AD : YaD* — ^AE*, 

2:AE=AE:\/AE* ^\Aß^. 

flacht man die obigen Gleichungen rational, so erhält man: 

Aß^-'\Aß* = — AO, 
AC^ — JLäC* = — AD^y 
AD^ — kAD^ = — AE^, 
AE^ —^AE^=-^Aß*; 

ood bierans ergieht sich weiter: 

Aß^ = 2 ± 1/4 — AC^, 
AC*=z2±:V\'-AD\ 
An*=2d::]/Jk^AE', 

^^s=2=bK4 — ^i?»; 

wo sich nun fragt, wie die Zeichen zu nehmen sind, was leicht 
»af folgende Art entschieden werden kann. 
Weil nämlich 






< 


1 
17 


< 


"T"» 





< 


2 
17 


< 


■J"? 





< 


4 
17 


< 


1"' 


1 

-4 




8 
17 


^^ 


7 



. ♦ 
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nnd das Quadrat der Sehne des Tierten Tbeila der Peripberie 2, 
das Quadrat des Durchmessers oder der Sehne der halben Periphe- 
rie 4 ist; so ist offenbar 

2<^i^<4; 

und man muss also in den drei ersten der yier obigen Gleictinngen 
das untere, in der vierten Gleichung das obere Zeichen nehmen^ 
d. h. man .muss 

^€7» = 2 — K4=rzö», 

uiZ>» = 2 — 1/4 — ui^, 

^i&« =2+1/4— ^^» 

oder . * 

4 — ^^«=24-1/4 — -^C% 

4 — ^C»=2 + l/4 — udf/^», 

4 — . ^Z>» = 2 + l/4=r3S», 

4 — ^iE?» = 2 — V/4 — ^^« 

seczcD* - 

Bezeichnen wir nun die vier Sehnen 

J^B, A^C, A^D, A^E 

durch f», v^ t€y a:\ so ist offenbar nach dem pythagoräischen Lehr- 
satze 

»=K4 — ^Ä% 

t; =1/4 — ^^», 

«^ = j/4==rzo», 

o; = l/4^=rZB» 5 

nnd wir haben daher nach dem Obigen die vier folgenden Glei- 
chungen : 

1) ( ^ * 

Är» = 2 — li. 
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Ziebt nan die dritte GleichnDg von der enteil, and die vierte 
GleicbuDg VOD der zweiten ab, so erbält man: 



«* — Uf* 



t> — Of, 



w\ 



also, weiiii man mnltiplicirt und dann aufbebt, was sieb aufbeben 
lässt: ' 

oder 

Ziebt man die zweite Gleicbung von der ersten, die dritte Glei* 
chang yon der zweiten, die vierte Gleichung von der dritten, und 
' die erste Gleicbung von der vierten ab, so erhält man: 

ü* ^ fr' = r Wy 

V^ — «?*=«> — AT, 

«?* — or* = ^ + «, 
^* — «* = — (« H- r) ; 

also, iirenn man muläplieirt und aufbebt, was sich aufbeben iSsst: 

4) (u — v){v + fo)(w'^a:)(ap — «i) = — 1 
oder 

5) (uw — e^o; + ujc — vw) {uu> — va^ -{-uv — wo:) = 1. 
Man setze nun « 

/Y _._ V _^ 

6) ) J^= v^ — ««^> 

Qoadrirt man die erste dieser drei Gleichungen, so erbält man: 

Jt*= «» + fr» -h f»* + a?« 

— 2(«v — vw + vop — was) 
-H 2(e^a? — «wr), 



also, weil nach 1) 



V 



w 



a: 



==X-4-8 



ist, und wegen der Gleichung 3) nnd der zweiten der Gleichun- 
gen 6): 

7) X» — X — 2r=6. 

Die Gleichung 5) kann man auf folgende Art darstellen: 
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Also, wenn »an «nllipUcirt: 

!'• — {ftp — t^fr + aar — was) Y i 

d. i. nach 3) 

M I 

Y* — K-H u^va? — v*fiw + to^vac — x^uw ^ l. 
Nacb 1) ist aber, wie man leicht findet: 

j . *J-4(ra?. — uu) 

±=2 — {nv — iew + na: -^ %oje) 

= — l+2X + 4r, 
und folglich nach dem Obigen 

8) r»-4*3y4-2X=tt2- 

Quadrirt man dia cwcita dei* CHeichungen 6), so «rhftlt man: 

y* = «««F* -H tr»a:* — 2«&f9<2r, 

d. i. 

y» = «*«»»+ f;»ar» + 2 Z. 

Nach 1) ist aber, Wie maii leiöht findet t 

«'«?* + 1^*^* = 8 + 2(— tf + + te^ + ^) 

»•«r»M-«'*^»Ä«4-2X-|- y, 
und folglich naöh dem Obigfen 

y»=8+2x+y+2z. 

Weil nun aber nacb 8) 

" i ' • 

y»=2— 2X — 3y 

• '.•'■ 

ist, so erhält man die Gleichung 

9) 2(X+ Y)+Z==-^3. 

Zwiseben den Grössen X, V, Z hat man daher jetzt die dr 
folgenden Gleichungen: 
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tl.i. V 

— ff -f- 1^ -^— «^ > 2, 

und folglich um so meiir 

d. i. %>%, Also kann nach dem Obigen weder X = 2, noch 
y= — 2 sein, und nach 16) und 17) haben wir daher die beiden 
folgenden Gleichungen: 

18) X»H- X — 4=0 
und 

19) r»+ y— 4 = 6. 

Auch erhellet aus dem Vorhergehenden- zugleich\, dass X positiv, 
folglich wegen der Gleichung 13) die Grösse Y negativ ist, uod 
aus den Gleichungen 18) utid 19) ergieht sich daher jetzt, dass X 
und Y respectivc die positive uod negative Wurzel einer und der- 
selben quadratischen Gleichung, welche wir überhaupt durch 

20) ^»+^7— 4 = 

bezeichnen wollen, sind. Mittelst der dritten der Cileichungen 11) 
findet; man leicht Z = — 1. 
Setzen wir nun 



21) 



C^, = f^ -^ w, 

e;, = v + jCy 



Ufi=Z — UWy 



SO haben wir nach dem Obigen die folgenden Gleichungen: 

* 

••i ,+ <'i ==^^, 

22) |w,-+^^, =:r, 






• Vi.!' 



IVehmen wir hierzu noch die Gleichung 2) und beachten, dass 
Z = — 1 ist , so erhalten wir die beiden folgenden Systeme yoQ 
Gleichungen: 

23) «,+«^1 = X, ti^Vx = — 1 

und • : r . 

24) «?i 4- oTj =: r, «^^4P, = — 1. 

Aus den beiden ersten Gleichungen ergiebt sich: 

«.»-X«. -1=0, 
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uod aus den beiden letzten Gleichuog^n folgt: 

«^, * — F«?, — 1 = 0, 
;r,»— r^, — 1 = 0. 

Weil nuD e^i = t; + ^ offenbar positiv, wegien der Gleicbung^ 
«jCTj = — 1 also «1 negativ ist, so sind «(, und v^ respective die 
neg^ative und positive Wurzel. der Gleicbuog 

25) ^,« — Ä^, — 1=0. 

Weil ar^ =r^ offenbar positiv, wegen der Gleichung te^,^, =r—- !• 
also «7, negativ ist, so sind uf^ und or, respective die negative und 
positive Wurzel der Gleichung 

26) r,»-y^, -1=0. 
Nach 1^1) haben wir die beiden folgenden Systeme von pleicbungen: 

27) ta — fs=mui^^ tiw= — «^, 
nnd 

28) ff+a; = f,, va: = a:i. 

Ans dien beiden ersten Gleichungen ergiebt sich 

«^ -f-«,«'-|-«>, =0, 
w* — Uito -i-w^ =0; 

and uus den beiden letzten Gleichungen folgt: 

r* -^v^p +Är, =0, 
ar* — r, ^ + 07, =0. 

Weil «e^i negativ ist, so haben die Wurzeln der Gleichung 

29) 17,»— «, £7, +fr,=0 

entgeffeDgesetzte Vorzeichen, und es erhellet aus dem Obigen leicht, 
4a8s die negative und positive Wurzel dieser Gleichung respective 
die Grössen — ti und w, liefern. Weil ferner jc^ positiv ist^ so' ba- 
ten die Wurzeln, der Gleichung 

30) (7^».— «^^^74 + ^1=0^ 

gleiche Vorzeichen, un9 sind, weil auch v^ positiv ist, beide posi- 
tiv. Weil nun offenbar v'^x ist, so erhellet aus dem Obigen, 
dass die grössere und kleinere der beiden positiven Wurzeln der 
vorhergehenden Gleichung respective die beiden Grössen v und a: 
Befern. 

Nach dem Vorhergehenden reducirt sich also die Berechnung 

4ei regulären Siebzehnecks im Kreise auf die Auflösung der füni 

folgenden quadratischen Gleichungen: 



setzen, zuerst avf die folgende Form bringeB: 

In Taf. I. Fig. 4. nebmen wir nun znerst 

so ist nach einem bekannten geometrischen Satze 
also 

oder 

(— OV) }(- 0Ü>)-^ 1 } = 4. 
Daber ist nach dem Obigen 

Nun nebme man 

so ist nach demselben Satze wie vorher 

^, 17, . -4, ü', = 1 und X t^, • ^i «7", = 1, 



also 



und 



oder 



vnd 



(+J, C) . \i-hJ, ü\) - Xi = 1 

(- A, r.) . j(- A, ü,) - rr = 1, 

(4- A, iP,) . l(+ ^. £/',)- yj = 1. 
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I 
' • \ 

Also ist Dach 4em ^Obigen 

and 

«^1 == -^ A^ i7,, «r j = *4- ^, £7'a. 

Nun coDstruire man^ wie aus der Figtfr ohne weitere Erläuterung 
mit hiureichender Deutlichkeit ersichtlich ist, die Grössen 



m 



= + ^,5t», ii = + ^,3I 



und nehme 



so ist 



:^,® = ^,Ü», ®$ = i^,^7,; 



J,U..A,ü\=im^, 



also 



oder . \ 

(- A,ü,) . }(- ^,ü^.) ^«1,!=«% 

und folglich nach dem Obigen 
Endlich nehme man 

und mache die Construction weiter wie die Figur zeigt, so ist of* 
fenbar 



also 






oder 



/ 



(-1- ^, «7'«) i(4- ^, 17'.) - ». ( =i: - »» ; 

und folglich nach dem Obigen 

v^=zA^ü^^ J!:=:A^IJ\. 

Auf diese Weise sind also die Grössen u^ v^ Wy js durch Con« 
strnction gefunden» indem dieselben nach der Reihe 
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Poteox des Quotienten b^ u%,A^ mit der höchsten Potenz des oeueii 

Quotienten Ai in bk u^t «• w. . . 

Geht die Division einmal nicht auf, so ist obige Gleichung in 
ganzen Zahlen nicht auflöshar; kommt man aber endlich auf den 
Quotienten 1, so ist sie auflösbar, und nachdem k^ X^ ^, v, w durcb 
die Relationen (a) bestimmt sind, werden die Zahlen «v, n durch 
folgende zwei Re^bea recurrirenrd bestimmt: 



(b) 



kX +1 = ^, 


' 


lX^=iX' 




(c) 


\(i'v + X = v 


V,Cü-|-/lt, = l» 




[vw + ^'=«i 



li.dem ersten Anblick erkennt man übrigens sojgleich, dass diese 
Relationen denen ganz ähnlich sind, durch welche die Part^alwer- 
the eines endlichen Rettenbruchs bestimmt werden. 

Nimmt man nämlich zu den vorhergehenden Gleichungen noch 
die ilr = l, 1 = 1, so folgt, dass 







i. il /*' 

*' K' i".' 


»'i 


die 


Partialwerthe des Kettenbrnchs 






fh 
n 


1 

i+1 






m 
• 


^ + 1 



Ol 

sind. 

Bs ist ferner bekannt, da98 der mittelst dieser Kette berechnete 
Brocb schon immer in den kleinsten Zahlen ausgedrückt ist. 

Verwandelt man also einen beliebigen ächten Bruch — in 
einen Kettenbruch, so duss A:y X^ fi, v^ tu die durch die Division 

m 

entstandenen Quotienten sind, und bestimmt den Werth A von d** 
{y/^ö y^ eine v^illkührlrcne positive ganze, die Einheit übersteigende 
' ZbÜI),' 86 lassen sich sftets die in (a) dargestellten Gfleichungen 
Uldeo. 

Ich hf^chliesse diei»e i,Abbandlnng mit ein Paar Beispielen. . 

1) E» ist zu untersuchen, ob der Logarithmus von 243 für die 
Basis 6561 ein rationaler Briich ist, öder nicht, und im ersteren 
Falle fordert nkan ' seinen. Werth. 

Hier ist ^r=6561, ^ = 243. Nach den Gleichungen (a) hat 

^=1, ^^=27, 
X = l, Ax = 9, 
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UDd 

H-(«-l)-f 

Dies sind die FormelD, von denen wir im Folgenden nnsern 
Auslauf nehmen werden. 



§3. 

Bezeichnen wir die Werthe, welche p^ p^ erhalten, wenn re- 
spective ;?, , p unendlich werden, respective durch /*,/*!; so ist 
wegen der Gleichung 1) 



3) 



1 . r \\f^ _L J^ O n — \fl , n—Y\ 



Zieht man jede dieser beiden Gleichungen von der Gleichung 1) 
ab, so erhält man die beiden folgenden Gleichungen: 



V Vx f 
D/\ 1 . « — I 






j^/i. !_ - « — 1 1 . n^\ 1 ff— 1 1 



i_ »--1 j[__ ^f- 1 _i f>— I _i_\ 

V;» >, "*" Ä. V^ "*• R >, Ä -/J 

oder 

^ J- JL 

.- » — 1 ^\1_. /i ^ — 1 ^\ 1 /t ff— 1 D^l 

^ JL i. 

n ' p ' p^ 
Nun ist aber nach 3), wie man leicht findet; 
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also 

D_ _ . ff, ^ 

und folglich 

J 1^ 

Ä • #» — J_ J 1_ J_/' 

1 J 



1 »^^ j^ ig, /g 1 

TfT" « ~ JL ± _ ± 2 ' ?V 

Führt man dieae Ausdrücke in einen jeden der beiden obigen Aus- 
drücke ¥on 

n ' p ' pi 
ein, so erhält man die Gleichung 

' \J fxJ P Px 

aus welcher sich ferner ohne Schwierigkeit die folgenden Formeln 
ergeben : 



5) 



I. (-')a-i7)(j-i)^ 

""(7-/^)7+«— )(i-i:9' 



oder 



if = 



6) 



;»i = 



(7-7:)i-*-^*-^>(i— ^)7 . 



TMl VI. 
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oder auch 



7) 



V\ = THI^ Tn 7 1 5 



woraus man ferner ohne Schwierigkeit 



8) 






also 



JL — J. 

9) >-/) (;».-/.) =^|i-K -^.Z' iJ /i^. 



erhält 



Weil nun nach 3) 






Äi Ä 



/i . , I _2Zli IL ' . 

R ' n 

ist, so ist, wie man leicht findet: 

f_.f. . 
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also 



2^_ 1 

/TT 



<— «(i-r) «'-TT T'C 






nnd folglich 



10) |l + 



//: 



(«-i)(i-ir) 



!;ri 






so dasis also nach 9) auch 



oder 



ist 



11) (p-f)(fi,-A) 

1 






n — 1 « — 1 Z^ 



ie 



12) {p-f){P.-A) 
»(«-l)(i 



1 N)Hi 



i^t ' M 



i;)l 



also 



f 4. 



Na<^h 2) ist 


" 


\ 




JL 


i+c— i)4-K— 1)^ 


9i 


l+(«^l)^.+(«_l/>^^-^ 



Mittelst der im forhergehenden Paragrapheii gefandenen Formeln 
ergiebt sich aber ohse Schwierigkeit 

5* 
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i + («_i)Z = 



R 



R^R,^^ \d 



n 



H-(«-l)^ =■ '^\_ , 



/> 



und folglich, wenn der Kürze wegen 



13) K= 






, gesetzt wird: 



14) -2.= 



isrÄ+(«— 1) 



2^ 



ä:äi-4-(«-i) 






Nach 11) ist nun 



RS, 



(n-l)iR + R,-^D) 






d. i. nach 13) 



15) {;»-/)(/». -/.) = (S)V 



und folglich 



^1 fi—(n-\)Hp--fy 



Führt man diesen Ausdruck von p^ — f^ in die Gleichung 14) ein, 
und bebt Imf, was sich aufheben lässt, so erhält man 



q^ ~ KRRy 



Verbindet man nun aber hiermit die Gleichung 15), so erhält man 
fiir ~- die beiden folgenden Ausdrucke: 

S, — KRR^ — («- 1) (p, -f,r 



Die Grösse 



JSlRRi ____ 



RRi 



(«-^1){Ä4-Ä,— ^ ij9) 
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r 

h'dügi oar von der Grösse ji, den beiden ffalbmessern des Glases 

ODd der Dicke desselben ab, und soll im Folgenden, weil sie für 

jedes Glas offenbar cbarakteristisch ist, der Mo du Ins*) desselben 

genannt und durch M bezeichnet werden, so dass also nach dem 

Forbergehenden 



17) Mz=z 



RR^ 



fl 



und 



so wie 



18) {p-f)ip.-A) = M\ 



19 V i — 2^ — ^ 



also auch, wie hieraus leicht folgt: 



20) (±y = ^ 



ist. 



Den Modulus kann man auch auf folgende Art ausdrücken: 



21). Mz=L 



oder 



/ -./ 1 j^ 1 \ n— 1 n—V D 






ElimiDirt man die Grösse — mittelst der aus dem vorbergebenden 



n 



Paragraphen bekannten Formel 






t*""^\Ä;-7""Ä"-7rJ 



so erhält man 



5») *=;^T 



R R\ 






*) Dieser Ton mir hier eingefiibrte Begriff des Modulus einer Linse scheint 
mir für die ganse typtisdie Tbeorie nicht unwichtig zu sein« 



I 

\ 



V ' 
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oder 

Ancb ergiebt sieb aus 9) und 18) für das Quadrat des Modolos im- 
mittelbar der folgeude Ausdruck: 

11 

^^■^ ^^^^^ ^MM^B 

25) ji#»=fn ^^/' 1 J /yi- 



(«-»)(i— 57) 



Will man bei der Berechnung des Modulus bloss D<i f, /'i'ols be- 
kannte Grössen ansehen, so muss man aus diesen Grössen die Halb- 
messer /2 und R^ berechnen, was auf folgende Art, freilich nur , 
mit fliilfe einer quadratischen Gleichung, geschehen kann. 
Nach dem Obigen ist 






also 



7-7:==<^- >^^i +57)7-^7 -*'/:>x{- 

Bestimmt man aus der ersten dieser beiden Gleichungen die Grösse 



aus der zweiten die Grösse 









und führt die erhaltenen Ausdrücke in die zweite der Gieichaagea 
3) ein 9 so erhält man nach einigen leichten Rednetiones dt« Glei« 
cnung: 

fD «--l^* f^ D \\ D it — 1 

± — JL ^^ JL 

_ / A^ n 'ff, 

und durch Auflösung dieser quadratischen Gleichong ^rgiebt aicii 
ohne Schwierigkeit: 

— . -ß- = 1 -i . — . j 11 ± K * -»--Zjr-l- 

*t ■ ■ * 

Seituurt «ua nun mittelst dieses Ausdracks tob 
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n ^ R 

and der ortten ddr beiden G)eichiio|;eD , voo denett wir oben ant« 
jti gtgUigeD sind, »ucb die Grösse 

IL ^-^ 

n ' R^ ' 

so erhält man znr ßestimmuDg' der Halbmesser H nnd Jt^ über» 
baupt die beiden folgenden Ausdrücke, in denen die obern und un- 
tern Zeicben sieb auf einander beziehen: 

26)* ( 

oder, wenn wir der Kürze wegen 



t 



^==,.^ii.±i/rT^ 



setzen, die beiden Ausdrücke: 
oder 



oder 






29) Ä = (l-i)^, Ä.=(,_±)^^. 



Auch erbellet aus der yorbergebenden Entwickelung, dass bei je- 
dem Linsenglase 

^^ />* > ' ^'i"t-tI^/ >^ 
oder 






sein muss. 



In dem Folgenden werden wir nun immer den Modnlns eines 
jeden in einem Systeme von Linsengläsern vorkommenden Glases 
als bekannt annebmen, wozu wir berechtigt sind, da derselbe mit- 
telst der im Yorberffebenden entwickelten Formeln jederzeit olnie 
Scbwierigk^it. berecbnet werden kann. 
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♦.5. 

lodem wir jetzt zu der Betrachtung einet durch eio System 
Ton- LiDsengläsern von der gewöhnlichen hekannten BescbUffenheit 

Sehenden Strahls übergehen, führen wir zuvörderst die folgvsden 
ezeichoungen ein. 

Die Anzahl der das System bildenden Gläser sei #> und die in 
Vorhergehenden durch p, q\ /i,, ^, ; f<ifx bezeichneten Grössen 
sollen für die einzelnen Gläser des Systems vom Isten bis zum tten 
jetzt durch 

;|(1), yd); ;,,(!), y/l)5/a),/,0); 
;,(«, yö). ;,^(2), ^.C2)5/Ö),/,(«; 

u. s. w. * 

;,(0, y«;;i,W, y,(0./tO,/,« 

bezeichnet werden. Die Moduli der einzelnen Gläser nach der Reihe 
vom Isten bis zum tten mögen 

üfO), j!f(2), ^C»), JIH4), .... JltO 

sein, und die sämmtlich .als positiv betrachteten Entfernangen der 
einzelnen Gläser von einander, welche von der hinteren Fläche 
eines jeden Glases bis zu der vordem Fläche des nächst folgenden 
Glases gerechnet werden, wollen wir nach der Reihe durch 

£xi), im, Em, Ei^), .... JE(«-i) 

bezeichnen, wo wir dann die folgenden ganz allgemein gültigen 
Gleichungen haben*"): 

;,,(!) +.;?(2)=—JEKl), 

|;?,(2)+;?(«= — JE12), 
30 ) Ip^ii) -f-;A4) = — ^»), 

u. s. w. 

;,^0-l)-|-;,W = -.JEl^l). 

Nach 18) ist nun überhaupt 

(pik) - /tÄ)j (p^ik) -/.(*)) = {m))\ 

und nach 30) haben wir die Gleichung 

p ^ik-D ^ p{k) == _ £?(*-i), 

aus der sich leicht die Gleichung 



*) Man vergl. Thl. IL S. 178. 
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oder, weDD wir der Kam wegen 

setxen, die Gleiehung 

ergiebt Daher haben wir nach dem Obigen die Gleichung 

aus welcher sich ferner leicht die Gleichung 

32) ^.(*-.)_/.(*-i) = _A^*-i)_-J^L5 

erg^ebt 

Setzen wir jetst analog mit dem Vorhergebenden 

33) (JV(») = Ä(»)-f-/j(»)-f-/(4), 

n. 8. w.- 

wo die Grössen 

Aii\ JVö), A^(»), AC4), .... iV(«-i) 

natürlich eben 8o wie die Moduli der einzelnen Gläser als ffegebene 
Grössen zu betrachten bind; so haben wir nach 31) und 18) die 
folgenden Gleichungen: 

j_ (MO)» 

^ » ^^ ~" •^> ^ — "" iVC«~i) ^- {p , (1-1) — /^ (^1))» 

«r^t) \r(^l)— (^«-^>)' 

;^i* *'— /i^ '^ — -" Ar(»-2) ^ (;i>,(r-2) — /,(»-2)y 
r._« ^r_^i (ilf(«"2))» 

u. s, w. 

nnd nach 18) und 32) haben wir auf ähnliche Weise die folgenden 
Cileiehniigen: 



pW _ fW = 
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(Mi))» 



u. s. w. 

Ans diesen beiden Systemen von Gleichungen ergeben sieb aBer 
unmittelbar die beiden folgenden Kettenbriicbe : 

34) /^^^'^-/^^'^— ;;-;;3iM.^» 



und 

35, ^,_/,„=_!*!2! 



2^1) — 



Cüf(2))' 



iVO) — 



(itf(8))» 






Aucb ist 



84-) /.(0_;,,(.)=iM'2)l 



Mr-D— 






(ilf(^-i))ä 



iV(^l)4- 



(MO)i 



p,w~/.(.r 



(M^-^))« 

M^-»)— 



j:.*»i V -i' 









/ 
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ood 

35-) /CD -;,«)= ^(^^, 



M») — 



(if(«-1))> 



Aio^P.iO' 



Jeder dieser beiden Kettenbrüche besteht aus i^ d. b. gerade ans 
eben so vielen Gliedern, als das System Linsen enthält. Zur Ent- 
Wickelung derselben ist nur die Berechnung der Moduli 

ff - 

jif 0), M»), m*), m*>, .... Miü 

der eiDxdiieD LinBeo, und der oben durch 

m\ jvoo, A'Ci), sifi, .... mt-n 

bezeichneten, von den Entfernungen der einzelnen Linsen von eiil* 
ander abhängenden Grössen erforderlich, welche, wie wir aus dem 
Yorbergehenden wissen, keiner Schwierigkeit unterliegt. 

Bezeichnen wir bei unserem aus i Linsen bestehenden Systeme 
die Wertbe, welche die Grössen Pi^% p^^^ erhalten, wenn respective 
/Kl), /^iCO unendlich werden, respective durch ^i^*), /^*); so ist 
nacb 34) und 35) offenbar 



\ 



rf) ■P,«-/.<'' = --**^(M«)). 









nnd 






Nm-^ 



m^ 






wo jeder Kettenbruch nur aus • — 1 Gliedern besteht. 
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♦.6. , 

Für eio Glas ist ofifenbar 

> 
und daher nach 18) 

38) (flu) — iPd)) {p ;Ci) — F, 0)) = (üf (D)». 

Für ein aus zwei Gläsern bestehendes System ist nach dem yorher- 
gehenden Paragraphen 

und 

Ans de.r ersten, dritten und vierten Gleichung folgt: 



_ /'.(g))-/,(a) _ (fi(a)-/, (a))Xy(i)-/a)) 

I 

und eben so ergiebt sieb aus der zweiten, dritten und vierten 
Gleichung: 

'' -/^ — (if(2))» — -—jmr* i 



_ F&) — /(i) _ (jTca) —/CD) (y ,(?) ^/,(»)) 
Also bat man jetzt die beiden folgenden Gleichungen: 

MM denen sich durch Di?ision 
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oder 

40) (;,0) — /W) 0» , e) — JP, w) = (/(') — ^o)) (/, 0) — /'.-o) ) 

ergiebt. ' Weil nun aber nach dem Obigen offenbar 

ist, so ist aacli 

Ans 38) und 41) sieht man, dass für ein Glas das Product 
fnr ein System von zwei Gläsern das ganz ähnliche Product 

(^(1) — ^(2)) (p ^ (2) — F, (2)) 

einem constanten Quadrate gleich ist, und es fragt sich nun, ob 
dieser allerdings sehr merkwürdige Satz allgemein für jedes helie- 
hige Linsensystem als gültig betrachtet werden kann. 

Um hierüber zu einer oestimmten Entscheidung zu gelangen, 
wollen wir den Satz für ein System von i — 1 Gläsern als gültig 
annehmen, und untersuchen^ ob derselbe dann auch immer für ein 
System von t Gläsern gültig sein muss. Denken wir uns nun tiinen 
Strahl durch alle i Gläser hindurch gehend, so ist nach der Vor- 
aussetzung, wenn ftC^i) eine gewisse constante Grösse bezeichnet: 

42) {piD — /?^«-i)) 0?, 0-1) — r, ('-«) = {ft(«-i))% 

und für das letzte i^^ Glas ist nach 18) 

43) (;i(0 -/(O) (;i,(0 -/.(O) = (üf (0)% 
oder, weil nach 30) 

ist: 

44) (^^1) -H ;i,(»-i) -I-/W) (/i/o —/^CO) = — {M^Oy. 

Lässt man jetzt /»iCO unendlich werden, so geht 71O) in i^O und 
;i(0 in /(O, also, weil nach 30) 

jji, (^1) = — JE(^i) — ;i(0 

ist, />i(^i) in — jEC^D— /(O über,%und aus der Gleichnnff 42) er- 
hält man daher, weil die Grösse ft('— constant ist, die Gleichung: 

45 ) (FC'>— JX^i)) (ig;(^i) +. Fx (^^> +/^0) = — (Ä^'-«)*. 



. \ 
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-^)| geietzt wird, die bemerJLeiitfwertbe Relation 

ÖUJ KW -^ JK(.-i) + Fj(.-i)+/(0 "~ iv(«-i) -4- F.i^l) — /,5^ 

eigeben, mit deren Hülfe wir nun einen independenten Ausdruck 
der Grösse St^O aufzuflnden versuchen wollen. 
Bei dieser Untersuchung wollen wir 



m __ .;/., (¥m 



% 



[ "'' m 




'"■ (M-i))» 

• 


■ 
1 




• 

MD 


und zagleich 




• 


- 


52) 


§(0) 1 SO) NO) 
3l(ö) — 0» 91(1) — 1 



setzen, d. h. Zähirr tmd Nenner des dem Kettenbruche auf der 
rechten Seite des Gleichheitszeichens der Gleichung* 51) gleichen 
gemeinen Bruchs durch 3^'^ und 9t(0 bezeichnen, und 

3(0) = 1, 91(0) =0; 3(0 = Ad), 3(1(0 = 1 

setxen. 

Weil wegen der Gleichung 51) offenbar 

ist, so haben wir die beiden folgenden Relationen: 

j3(o--ir(o.3(.^o-(^(iO)».Sfi(«^o, 

welche wegen der Gleichungen 52) offenbar auch noch für #=1 und 
s = 2jgelten. 

Weil nun nach 38) und 41) offenbar 

fat, SO ist nach 52)^ 






Weil nach 36) 



80 



msT' 



d. i. Dach 51) 

ist, fio ist nach 50) 

^ §5=1) » 

und folglich, weil nach der zweiten der* RelatioDea 53) 

gi(«-i) = 3(^^) 



ist: 



'^ P=i)~ • 



Also ist 






^.j. il(i)8(0)ilf(8) _ MDMa) 

^ pi ~ SO) ' 

^r. Jt(2)g(i)M3) Mi)Ma)M(») 

^ — g(2) ~ g(2> ' 

am — Ä(*^S(2)M^ _ Mi)itf(a)M»)ü/ffl 
^ — ^8<*) ■"" §ÖÖ ' 

i^m _ «(4)SWM 5) _ moMmMmMwaiisi 
^ §c5 — §05 ' 

a. 8. w. 
und folglich allgemeiD 

54) «(0= :^5^:ij ^^, 

o4#r wegeo der zweiten der Gleichungen 53): 

Mi)M2)ilfÖ)M4) .... MiO 



55) »W = 



^iO ' » ; 



I 



; 1 
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Nach 49) ist also 

56) ^pil) ^ f\0) {p^iO - F, (0) = I p-j^ I 

oder 

Mi)M2)M»)M4) .... MO 1 » 



57) (pa)^fXO){p,iO^F,iO) = 



fmo 






Die Grössen 3^*~^^ u°^ ^^'-^ könneD nach den aus der Theorie der 
Ketten brfiche bekannten Regeln immer leicht berechnet werden. 



Nach 19) hat man die folgenden Gleichungen: 

yd) _ yd) — /(l) M il) 

; y^O) — üd) — J^TiT-Z^d)» ' 

yj(a) ~ JlfC2) ~>,(2)—/,(2r 
y(») _ yd) — /(t) _ M^) 

. ^lO) — ü/d) ~/?,d)— /,d)' 

u. s. w. 

y(0 _ p(0 r-/(0 _ MO 
yj(0 — MO — ^i(0-/i(0' 

8tts denen sich, iv^etl offenbar 

^»d) = yC2), y,(3)'=^, y,Cl) = y(4),....y,(^l)==/0 

ist, durch Multiplication auf der Stelle die beiden Gleichungen 

^ ijfTOÖ ~ ... MDÜf COM»)!» (4) .... MO ) 

Süd 

yCD Mi)Mg)M») A y(-iJ . . .,. MO 

^ ^7« ~ ö'iö) -/,«) ö»,d) -./,<^)) (Pi w -/»dij .... (|,,(o -/i(0) 

ergehen, woraus denn feraer ancb 

«Ax /^ gO) \'_ (P(« -/Ci))(p W -/(»)) 0.W -/(»)) .... (p(0 -/ICO) 

*") V?r^/ "" (P.W -/.»))(;».») -/,e))(P.w -/>) .... (P.to-/*») 
folgt 

Tl. « 
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I 

Wenn man nun einige der Grössen 

I u. s. w. 

vom Anfange an mit Hülfe der GleicXiungen 18) und 36) entwickelt 
und durch /?P) — yO) ausdrückt, wobei man am Leichtesten rechnet, 
Wenn man jedes dieser Producte für sich, unahbängig von den vor- 
hergehenden, und mit der Alultiplication der einzelnen Factoren in 
einander von Hinten anfangend, entwickelt; so hemerkt man sehr 
hald das allgemeine Gesetz^ dass sich das Produet 

durch einen Ausdruck von der Form 

(MO)m^Mii)MW .... MO)» 

wo Cr(0 und /fCO zwei hloss von 

i 

M0\ JMi^\ .... ^0-1); mi\ A^(2), .... A7(,-i) 

ahhängende Grössen bezeichnen, darstellen lässt. 

Um die allgemeine Richtigkeit dieses durch Induction gefunde- 
nen Gesetzes zu prüfen, wollen wir untersuchen, ob dasselbe unter 
der Voraussetzung, dass es bis i — 1 gültig sei, auch immer bis i 
gelten müsse. Der Annahme zufolge ist also , . 

_/ -.. (il!/(i)M2)Ma) .... itfC«- 2))» 

~ ^"^ ^^' • 6»(^Ö -*- i?(<HO {jM '— /Ci)) 

und ^ 

— l * ^ ' G^CÖ) H- ^(«-D (;,(i) — yti))' 
«folglich, wie sich hieraus durch DWisiiMi ergiebt; 

Unit ist aber nach 31) 



SS 

und folglich mittelst des Vorhergehenden nacb gehöriger Suhstitn- 
tion, wenn wir der Kürze wegen 

setzen: 

Abo ist nach dem Obigen, wie mau durch Mnitfplication dieser 
Gleiehung mit der zweiten der beiden Gleichungen» von denen wir 
ausgegangen sind, sogleich findet r 

62) (/l,0) -/.(!)) [p^m -./,(2)) (;;,(») -./, U)) . , . , (;,,(0 -/,(0) 

(if(iWC2)af(J)M4) .... MO)» 



=:(-l)«^i. 



€?coH-Ä(0(pa) —/(!)) 



Qod die Allgemeinheit des bemerkten Gesetzes ist folglich hierdurch 
offenbar bewiesen. Zugleich^ haben wir die in den Gleichungen 61) 
ausgesprochenen Gesetze der Abhängigkeit der Grössen 

CO), e(2), fifö), «?(4), . . . . o(o 

«ad 

ÄD, ÄC8), i5f(»), £r«,;..v. J5rO) 

Ton einander entdeckt. 

Aus den Gleichungen 59) und 62) ergiebt sich nun aber so- 

^ 7,(0 — ^"~*-' • ilCDif (2)if Ö)illW . . . . üf (0- 
Nach dem Torhergehenden ist, wie man leicht findet: 

«NO SS G^N^— 0(i)(iVO>)*, 
GO) = GWA'(«--C(«)(i!fW))», • 

U. 8. W. 



«" 
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isr«) = jfm, 

Si« = iimjjf(» — i5ro)(a/(»)», 

jgw = ji»w»y — Afo» (MW); 









u 


• 8. W. 






Setzt 


man uun überhaupt 

1 










M) 




(MCO) 


'(Mm)* 

• 


^ 


• 


■ 










• 
• 




(MO)» 

MO 


und ausserdem zugleich 














65) 


3i^*> 


=0, M,0) = 


1; 





so ist nach einem allgemein bekannten Satze von den Kettenb 
chen: . . : . . ' 

3.0) =0, 

3,ö) = (jfO))», - 

3.(»)=3,ci)^w-3,o)(iifR))», 

. , 3/« = 3.«-*'« - 3.<^H-ii'<»>)% 
3,(») =3,w A^M) - 3,(«(iifW)% 

n. 8. w. 
und 

«.0) = 1, 

31,09 = A7(i), 

3l.(») == 9l.(») A'O) — 9l,0)(jrO(l)», 

91,«) = »,(») A^o) ^ «,os)(jro))*, 
».oo =«,«) jvw -3«,(«(jirf4))», 

n. 1. w. 

Tergleicht msn dies mit dem TorhergeheD(}eii, so ernebt sich < 
der Stelle 

0(0=3,(0, Ä(o=3i.(Oj 
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also Dach 63) , 

mittelst welcher Formel sich das Ferhältniss -^^ berechnen und 

anch benrtheilen lässt, ob ^0 und ^^C*) gleiche oder ongleiche Vor- 
seichen haben. 

Nach 42) und 45), und nach 43) und 46) haben wir die beiden 
folgenden Gleichnng^: 

Ipii) — /\^-l)) (;,,(^l) — F,(^l)) 

und 

= _ (F.W _/,M) (£X*-l) + iP,(*^) +/tO), 
oder die beidea Proportionen: 

and 

/^i« — A^'^ : — (^*^*^ + F,(*-i) +/(0) 

ans denen sich nach einem bokannten Satze von den Proportionen 
die beiden folgenden Proportionen ergeben: 

= ^(1) — J»(0 ; — (Ä^i) 4^ p , ii-t) +fiO) 
nid 

Weil nnn aber nach 30) 

ist, so werden die beiden vorhergebenden Proportionen: 
^1)— /\i?-i) : — (iB(^-i)-|. JP»^ 0-1) -H/CO) =;ti(i) — jF(0 :piO — /W, 

,. und führen durch Division zu der Proportion 
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jsrcD = Hwm^y — äc» (üf «)•, 

U« 8. W. 

Setzt man nnn fiberhanpt 

"' iV(»)— 

















• 




(MO)» 
iV(0 


und ausserdem 


zugleich 


















65) 


3. 


,0) 


=0, 


% 


(1) = 


• 1- 





so ist nach einem allgemein bekannten Satze von den Kettenbr 
eben: - * . 

3.01=0, 
3,«)=(jf(i))«, 

.. 3./« =3.<»-*'»J-3.®(4*«)', 

3,(« = 3,WArM)_3,(«(i!fW)», 

n. 8. w. 
und 

3f. 60 = ^0), 

«R,(») =r 9l,(«)iFC») - 3l,(l)(ÄTO)«, 

31, w = MjO) JV(») ^ «,e)(Jf(ü))«, 

n. i. w. 

Vergleicht man dies mit dem Vorhergehenden, so ergießt sich ai 
der Stelle 

* 
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also Dach 63) , 

mittelst welcher Formel sich das Ferhältniss -^^ berechnen n od 

aoch benrtheilen lässt, ob ^0 und ^^(0 gleiche oder ungleiche Vor- 
leichen haben. ^ 

♦.8. 

Nach 42) und 45), und nach 43) und 46) haben wir die beiden 
feigenden Gleichnngen: 

(^,(1) - /\M)) (;,^(^l) — JP^(r^l)) 

== — (/PCO ^ JP(*-D) (iB(i-i) + F, («^Ö +/tO) 

und ' ' 

oder die beidea Proportionen: 

ond 

ans denen sich nach einem bekannten Satze von den Proportionen 
die beiden folgenden Proportionen ergeben: 

= ^(1) _ jpio . — ( jB(i-i) + p j (.-« +/(0) 
und ^ 

= ;>,(0 — F^(0: ^ (i('«-i) + ;,(0+ F,(«)). 
Weil nnn aber nach 30) 

ist, so werden die beiden vorhergebenden Proportionen: 

^,(0-./,(0 :—(^«-i) + F,('-i)+/(0)=;?j(O.F,(0:;ij(^i)-/'. («-!); 
,. und fahren durch Division zn der Proportion 



! 



8»- 
yd) _ fO-i) pH) — /?To p(t) ^fio 

,p^ii)^f^ii) • |>,(0 - jP,(0/ y,(«-i)-F.(«-iV 

''■••• 

woraus sich die Gleiehasg 

1 ■ ■ - K 

ergiebt. Daher hat man jetzt die folgenden Gleichunge«: 

pH) — /reo yd) — /y(«~i) pji) —/CO 

y ,C0 — Fj(0 — p^ii-iy-^F^ü-i) • y ^(0 — /i(0' 

y^d-D — iy-^U-l) — y ^(1^2) — ^^(1-2) ' y,(^l]l— /,(^«' 

n. s. w. 

yd) — /tt) . __ )rt»N^ jri) y(g)~-/Cg) 
y,(2)^/y;i2) ~ y jd) -• i^,(l) ' p^m -/|(2)' 



' yd) — ^d) 



yd) -./d) 



Multiplicirt man nun auf 'bieiden Seiten der Gleichheitszeichen, unt 
hebt auf, was sich aufbeheh lässl, «o .erfaäit inaiit "^ 



yd) -l /y\t) 



(' ■ 



Also ist nach 60) 



« . ■ - » . '■ 
• 1 1 






■' • t 'VI* 

.1 • 
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Eheoso sind die Punkte 



CF iDE 

BC 

P" \ " i BE l AF 




die Durclischnitte der 1 jg^ mit den Y 
, Hau|>tdiagonaleD ) ^ Seiteo i 



1 

Sie sind fol^i^Iich die Durchscbnilte der gegenüberliegen den Seitei 
des conischen Sechsecks 

AFCBED, 

folglich liegen sie ebenfalls auf einer Geraden. 

Aus dieser Darstellung ersieht man, dass der aufgestellte Sati 
nicht einmal eine Folgerung aus ^^m Pascalschen Satz, sondere le-. 
d'iglicb der Pascalsch'e Satz selbst ist 

Ein äbuliches gilt von dem 

litten Lehrsatze, welcher der polare Gecrensatz des vorigen 
ist und den icb hier nicht zu wiederholen brauche. Er ist ledig- 
lich der Brianchonsche Lehrsatz vom conischen Sechsseit 

Cjn nun zu dem 

Uten Lehrsatze nebst seinem polaren Gegensatz zu kommei,» 
wollen wir nach Herrn Plückers Vorgange allgemeio das conische 
'Sechseck 

ABCBEF 

durch das Schema 

ACE 
BD F 

auffassen, so dass also z. B. das conische Sechseck 

ADCFEB 

durch das Schema 

A C E 
DFB 

dargestellt wird. — Wenn wir jetzt noch die Gegenseiten des' ur- 
sprünglich gegebeneu conischeu Sechsecks nnp verbinden, so 

erhalten wir drei Durchschnittspunkte M^ JV, Py welche nach Pascal 
wieder auf einer Geraden liegen. \un lautet der zweite f^hrsati 
dahin, dass die drei Geraden MJVP, M'N'P' und M^'A"!^' sieh ii 
einem Punkte schneiden. Mit Benutzung des obigen Schemas wer- 
den wir ihn daher fulgendermassen aussprechen können. 

Die Paacalschen Linien der drei conischen Sechseph« 

ACE ACE ACE 

BDF DFB FBD 

schneiden sieh in einem Pnnkt. 



F',= 



dl' 



O* O 



1 * 



HF.F', 

■■^ t jy ■ ig» > 



i^* = 



U. 8. W. 



JP)k-^i + JP^' 



und folglich, wenn man moltiplicirt. und aufhebt, was sich aufbe- 
ben lässt: 

* * 

Afultiplicirt man die Gleichnngen 2) und 3) in einander, so erhält 



4) (i^)- =«*^^. (fi^y.)(^.^St^|p: ->ft :.(i^ ' -i-Ä: :5- 

Setzt man hier Jb — 1 für /t, so ergiebt sich: 

a) {Mfk-x) —^'''i^F^+F,){F,+F,W^r^F»),..,(Fi^-*-Fi:^)' 
Dividirt man nun 4) durch 5), so kommt: 

was man auch leicht in Worten aussprechen kann« 

Man kann diese Gleichung* aber aocb auf foilgende Art aus- 
Mcken: 



Fk-2\ 



lud hieraus erglebt sich, wenn mau 

letst, ferner die Gleichung: 

^ Km-^y ^^ Stt-2 



*) Sollte sich nicht eine ähnlicfae bemtr^enswerthe Relation bloss zwi- 
schen den Flächenraumen der um den Kreis beschriebenen regulären 
Vielecke finden lassen? 
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Setzt man dagegen 

10) Fk = Wl>k\ 
so erbält man 

11) (0i^)» = ^ ^^^^o!r — » 

Geben wir vom eingeschriebenen regulären Vierecke aus, und setzen 
folglich #i = 4, so ist, wenn der Halbmesser des Kreises als Ein- 
heit angenommen wird, offenbar 

also nach der ersten dier Glerchungen 1): 

FolgHcJi ist naish 8) 

und man erhall also mit Hälfe der Gleichang 9) äberbauf^dip fol- 
genden' Äiisdfä^ke: 

|t=i/(2-hV^), 

|i = V/(2-|- 1/(2+ v/2)), 

I* = V/(2 + V/(2 + 1/(2 + V/2))), 

k = 1/(2 -»- V/(2 + 1/(2 -*- \/(2 + V/2))», 

u. s. w. 

Bezeichnet man nun aber die Grössen auf der rechten Seite der 
Gleichheitszeichen der Kürze wegen nach der Reihe durch 

/.(2),/,(2),/.(2),/J2), ....; 

/ 

so ist, wie man leicht findet: 

8.=i/.(2), 
g,=i/.(2j/,(2), 
S.=4/.(2)/,(2)/.(2), 
8« = i/.(2)/,(2)/.(2)/.(2), 
«. =i/.(2)/,(2)/.(2)/,(2)/.(2). 
' u. s. w. 
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und folglich nach 8), wenn wir der Kürze wcgeo 



12) ^=9.*(2) 



setzeu: 



'F, =29..(2), 
F, = 2sp.(2)9P,(2), 

"^ )iF', = 25P.(2)9P.(2)5..(i)9P«(*), 

/•. = 2y.(2)9,(2)9.(2)5P«(2)9,.(2), 

i 

U. 8. W. 

BezeicbDen wir die Gränze, welcher JF^k sich nähert, wenn k^ 
in's Unendliche wächst, durch jPg^, so ist bekanntlich, wenn n wie 
gewöhnlich die halbe Peripherie des Kreises bezeichnet: 

14) n = F^. 

Bezeichnen wir also die Gränze, welcher das Product 

9Pi(2)9a(2)9>.(2)94(2) .... 9P*(2) 

ach nähert, wenn k in's Uoendliche wächst, durch 

10 ist nach 13) 

15) iJT = y,(2)sp.(2)9»,(2)9,(2) .... v,(2). 
Leiebt fibenengt man sieh nnn von der Riehtigkeit der BelatioD 

2 

ma der sich femer nach 12) sogleich die Relation 

1 



S»*(2)=: 



l^l^l 



ergiebt. Nun ist aber nach 12) 
Also ist 
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5),(2) = 8ec J, 



s».(2)= — TP^ :r=r = — ;r = ""' T' 

cos- 



vd-^y 



.«v 1 , 1 n 



i/Q^i) 



cos^ 



q>JZ) s= - — • ' "* — "rr- ^= " = sec r^r. 



y(ii^) 



cos 15 



n. s. w. 



■'-. ■ • 



Wie maQ auf diese Art immer weiter gehen kann, unterliegt kei- 
nem Zweifel, und es ist folglich allgemein 



SP4(2) = sec2^^. 

Be^eicbnen wir die Gränze, welcher das Product 

• i. ■ > 

7t 71 n n 7f 

sec — sec 2« ^®^ 2« ®^^ 2? **? 2^ ' 

sich nähert, wenn ßs in's Unendliche wächst, durch 

TT TT 7J TT 7f 

sec 2^ sec — sec ^7 sec ^ sec^t . ^ 

80 ist nach 15) 

.:16) ri^TÄsec^ sec g^ «ec^ .,., sw5^.. : in 

Dies ist eine längst bekannte, von Eu 1er gefundene, hier aber gam 
elementar bewiesene Formel. 



'. .M 
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XIÜ. 

Allgemeiner Beweis der bekannten Ausdrucke 
für sin {»^ß) und cos («ikß). 

Von 
Herrn F. Arndt, 

Lehrer am Gymnasinni zu Stralsund. 



1. 

Dm zn einer allgemeinen Definition des Sinus und Cosinus zu 

gelangen, ist es nöthig, folgende Betracbtung über das Zählen der 
reiabogen anzustellen. 

lo der Peripherie eines mit der Einheit als Radius besohriebe- 
lea Kreises werde ein fester Punkt A angenommen. Ist dann 3i 
ein beliebiger anderer Punkt in der Kreislinie, so verstehe ich un- 
ter dem zwischen jä und M liegenden, oder dem dem Punkte Jf 
zDgehörigen (entsprechenden) Bogen den Weg, welchen man auf 
der Peripherie zurück legen muss, nm von A nach JÜ zu gelangen. 
Diese Bewegung kann nicbt nur von Jf aus nach zwei verschiede* 
aen Richtungen geschehen, deren eine positive, die andere negative 
Bogen bestimmt, sondern einmal in M angelangt, wird man noch 
beliebig oft in diesem Punkt ankommen, wenn man die Peripherie 
mehrnnal durchläuft. Es gehören daher dem Punkte JH unendlich 
viele Bogen zu. 

Nun denke man idch durch des Kreises Mittelpunkt ein recht- 
winkliges Coordinatensvstem in des Kreises Ebene gelegt, so dass 
ier positive Theil der Abscissenaxe vom Mittelpunkte nach dem festen 
Paukte ^, von dem alle Bogen an gezählt werden, gerichtet ist. 
Dies vorausgesetzt, nenne ich mit Grunert*) den Sinus ui^d Co- 
sinus des dem Punkte M zugehörtgen Bogens resp. -die Ordinate 
and Abscisae des Punktes Jtf in Bezug auf das angenommene 
System. 

2. 

Da nach dem Obigen, wenn a ein ganz beliebiger (positiver 
oder negativer) dem Punkte M zugehöriger Bogen ist, eben die- 
sem Punkte überhaupt der Bogen arf:2Ar;r entspricht, wo ^.eine 



*) Elemente der ebenen, sphärischen und sph'äroidischen Trigonometrie 
zum Gebrauche bei Vorlesungen. 




1^ 

.Grundebene die Flächeneinheit ist. Fast immer ertheilt man ihr 
die Ge^^t des Würfels, dessen^ Seite die Längeneinheit ist. 

§, 8. Messung des Parallelepipeds. Der Rauminhalt eines 
Parallele{^ipeds gleicht dem Producted^r Zahlwert he 

der Huhe und GruQ^^Jiene desselben. 

,. , ■■ 

Denn bedeuten in der letzten Proportion die Zeichen ' der Par- 
aUelepipede, ty}« es verstattet bleibt, ^ch die Zahlwerthe, 4lf 
iSraii^S^der iMrpeiSiilialte der ParaU^üpipede, und ttfahM liSk 
lU^|iiijge ,|i^raJUe jimq^ s^or Korpereulheit,:alsQ Mtnen >Z«Mwei(ai| 
'pft^H^ liiibe' die Lüinge jd[ = l, upd dASS«n ^ruiiae&ae 
feiflMidt Br±=l hat; so Tertfacnddt ^cH dfe Proportionen 

p : 1 = üb': 1.1, . 

folglich ist ' p =: ab, 

§. 9. Messung jedes Ihisma, Der Rauminhalt eines Prisma 
ist das Product der Zahlwertjte seinc^r Höhe und 

Gruhdebene. 

•i^ * ' ' 

Denn ist das Prisma 

1) dreiseitig und seine Grundebene 6, so kann es vermug« 

S. 3. als Hälfte eines eben so hohen Parallelepipeds über &t 
opjpelten Grundebene, 26, dargestellt werden, dessen Inhalt also 
SS OD J« • ^atuur. der «einige f:7 a6 ist. 

2) Jedes andere Prisma aber lässt sich in eb^n ao-yi^Lt 
^i^eifi^p Pij^pen alsvscune Grundebenj^-6 in Dreiecke zerlegen. 
[it|un,ist .sein Jfnhält II dieT 



Süibme der Prodücte der gemeinsamen 
[dh^ 'b^" Aller dreiseitigen Prismen in gesammte Grutadjireiecke, 
also auch das Product des gleich bleibenden Factors, der Hohe a 
des I^iä^vivttfliQ.die Summe der Grunddreieke ^ d. L in die Grund- 
|N»eiie:,f 4^ßJPtriAi]9a; folglich ^==fiu6.. 



^ \- 



» ; ' '; 



, t 



.f ■■ 



« ;,i 



* I 

■■ •■'. t .■■ 

i 



\ . ■ 



' 



: \ • . •• 



. i 



( ( 



! 






8» 



12« 



JSdifieisst mm bievon die 4urch 68 th,»ilbareii Zahlen 68» 136, 
204, 272 aus, und vermehrt man die Zehner dar übrigen so oft 
man will niderholt um 34 ; so erhält man folgende , trotz der erfüll- 
ten Bedinguni^; durch 68 nicht theilbare Zahlen; 

D= 34, 102, 170, 238, 306, 
374, 442, 510; 578, 646, 
714^ 782, 860, 918, 986, u.s, £ 

Le'lehtere Beeltimmangsweise. Sucht nan, entweder 
mittels einer Tafel der Vielfachen der ganzen Zahlen oder durdi wie- 
derholte Addition, sämmtiiche nach einander folgenden Vielfacheo 
von d:t=:S, und lässt man der Reihe nach jedes fte solche Viel- 
(ache,. dessen !|\fultiplieatpr also selbst ein Vielfaches von t ist^ 
Jhinweg, öder berechnet man erstlich alle Vielfachen i-ou ror 
Äeinem ^(achen, und vermehrt äie dann wiederholt um dieses ftacfte: 
80 sind alle sich ei^ebenden Vielfachen von $, weil ihr MüitipB- 
cator durch / nicht theilbar ist, derlei durch d untheilbare Zahlen Ä 

Denn je nachdem in D=:fn6=-r^6='7'd der Multiplicator m 

durch i theilbar. ist oder nicht, wird das Viel&che 1> durch d 
theiH»ar oder nicht -^ Weil ferner 6 = lOi; -I- a und /> = nt^ 
^:=10iittf ±»10, also, wenndb^<x=:^± lOJB ausfallt, D= 10 (mvJt-B 
:=^\N)'+A ist;, so findet man An^aN:=Avt^atN=t(Av^tiJf) 
r=t[v (±maT lOÄ) Ta (mv±B)]z= ^B ilOv±a)i=T B6t 
=:^Bdy folglich die Bedingung, An^aN sei durch d theilbar, 
^ Jederzeit erfüllt 
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2)*-*.=J^(^-*.)*) ■ 



die Gleichung der durch diesen Punkt an die Ellipse gezognen 
Nonnale. Bezeichnen wir daher jetzt durch a, ß die Coordinaten 
eines beliebigen Punktes in der Ebene der Ellipse, und durch a,^ 
die Coordinaten des Durchschnittspunkts einer .durch den Punkt 
(aß) an die Ellipse gezogenen Normale mit der Ellipse **) ; so ha- 
ben wb Biir Bestiininung Ton a;, y dae beiden felgendet GMcbungea: 



oder 



(0'+ay=>. 



h*ßx — Q^ay + ( a«— ft«) ay == 0; 
oder, wenn wie gewöhnlich 

'gesetzt wird: 



„ 1 ©■+(f)-='. 

b^ßnc — o*ay + e^xy = 0. 



Setzen wir 



6) ^=A M=A; 



so wird die zweite der Gleichungen 6): 



*) Wenn m%xk%.30L^i and a*.~&*=e> «etzt, lo kann ttum dk 

Gleichung der Normale der Ellipse attdi unter der folgenden bemerken«* 
werthen Gestalt darstellen: 



ie^ 



wo man das obere oder untere Zeichen zn nehmen hat, Jenachdedi », 
eine positive oder eine negative Grösse ist ( Comte : Trait^ ^l^m. de 
g^om. anal« p« 358.). 

'*^ Wo (xy) immer der Funkt der Ellipse ist, in welchen «nf der^ 
selben die durch den Pankt (aß) gezogene Normale senkrecht »teli^ 



12t 

• 7) b^^tffy+ay=o. 

- ♦ 

Die erste äer Oleielrtiiigeii 9^)' Jbfiii auf folgende 'Pofm ;gebracht 
werden: '* , : , \ 

8) gy _ b(a-a:) 

.. ^ . ..'.'..• 

ttnd wenn man daher 



■ I 



o{a+a:) ajf 

' ■>.*«.-•.. ■• .' ■ • . . .''' 

setzt) so hat man die beiden folgenden Gleichungen: 

10) ay—bzx^=abzybx'[-axy^=ab; 
aus denen sich ohne Schwierigkeit: 

engteM. Pühft Nina» diese Wertbe von o; tiiid ^ in die Gliri^hung 
7) eifi> so ' ergiebt sich nach einigen leichten Reductioiien die 
Gleichung 

13) ^=mi),.^=2(£-i2 

geisetzt wird 9 die Gleichung:. 

14) Z* + A» + i?^-JnnO., j^. ; . 

Weil 4^ letzte Glied dieser Gleichung des. vierten- Grades 
negativ ist ^ so hat düeseroe -nach einem bekanntet! Satze von den 
djUd^apgen *) jederzeit zwei reelle Wurzeln tnjt entgegengesetzten 
ycm^Aen; und d«i nun wegen der CrlQichuBg,eii 11) j^dfm. reellen 
Wertne von z reelle Werthe von x'nwA'y entsprechen V so sieht 
man zuvorderst, dass sich durch jeden Punkt immer 
mindestens z^ei Normalen an eine Ellipse ziehen 
lassen. 

r 

Bezeichnen wir die vier Wurzeln der Gleichung 14) überhaupt 
durch rriy n, p, q; 80 haben wif zwischen denselben bekanntlich 
die vier folgende^ Gleicfiiiiigen: 



( . 



*) Süfplemente pttm matlieinBtiicben Wörterbvehe. Tbl. H. -^AHtkel 
Caeicbang. S. 396. ,. . i i. \i\ 
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• \ 



1^1 

I 

Utti m ilclkMfteadurtb ideta; gegebeMD Poükt \ckß) fmJiotmulm- i^p 
die Ellipse gezogen werden« ..,.)»:..•>.' -t. >/'»»•; ;;r ... w? .Mi.- 

Die vorhergehenden Bedingungen lassen sich aber auf einen 
eleganteren« Ai^niek; bripgeii. ' ' ■■ i ! ». 

Setzen wir nämlich 

wo X und iLi offenbar .positive €rrösseQ s&idi jSjO/.iKt^.wb' MUi 
leicht findet: 



;»■•■, - - -. i i • 






also ■•■'•■'i' "•'"'• •■ '•••• •; '■ •■" ''■'*-'• 

4(^i5f+4)»+27(^«s^B»)« 
, ,=256|(P.-^»+l)'+27;iV»|.. 

und die Bedingungen ' ■ ' ^ ' * » i ^ ^ J'' 

sind folglich offenbar erfüllt. Wenn r<^spectiye die fiedÜDgung^n 

oder die Bedingungen- •' ' ' ' 

(A'»-u«4-J)'«^-27AV 
• < 

erfüllt sind. Weil nun aber -^3X/ii n^ativ, und die dritte Potens 
von.A*— A*'+l EP^iti^ od^r negativ ist, Jen^chdem diese Grosse 
selbst positiv oder Dega(tiv' ist, so sitid die vorhergehenden Be- 
dingungen, wie lefcht erhellen wird, jederziSt erfüllt, wenn respe<^- 
tivef die Bedingungen 



d. 1. die Bedingungen 



A8-^t3+l^-3A^t, 






X^^fl^+HSXfLV^Q 



erfüllt .sind. Weil aber 



»1 . ■ ■ . ■ , « • 



•\ 



ist , so kann man an die Stelle dcfr vorbeigehenden Bedingungen 
die Bedingungen 

setzen. Nun ist aber 



IM 



(^y-C^y+KO 



v; j. . 



ist, 80 lassen sich durch den gegebenen Punkt vier Nonnalen iui 
die Ellipse ziehen. 

Nach dem Obigen ist 

A-B _l u«. 



lt. I 



also 



oder 



(A±B\\ ( A-B \\ (a«)^ + (fep)^-(^a)' 



(6ß)J 
uod an dte Stelle der Bedingungen 

kSnneii fbiglich, weil (A^ eine positive GrOsse ist, die BediDgnngen 

(aa)'+(6i3)*-(««)'|o 

gesetst werden. Dah^ erhalten wir endlich den folgenden be* 
merkenswerthen Satz: 

An die durch die Gleichung 



/ ' 



Cf)VCp'=' 



cliarakterislrteElli^se können durch einen gegebenen 
Punkt (aß) zwei, oder drei, oder vier Normalen ge- 
zogen werden, jenachdem, indem wie gewöhnlich 
a*--6*=:e* gesetzt wird. 



oder 



oder 



ist 



(fla)* + (6ß)'-(««)'>0, 
.(«a)' + (iß)*-(e«)*=0, 
(«a)*+(6p)'-(6«)*<0 



Dieser Satz ist. aber finch' eiper )^e|!|Cfrtieii4wMhen geometri- 
schen iDtrepretation ^föhi^. y V , 

Alis der höheren Geometrie ist nämlich allgemein bekannt *)9 



% % % :':■. •. 



oder 

die Gleichung der Evolute der durch die Gleichung 

2 



C|)'+(f) 



charäkteriisirten.!^lips(D ifift"^*), und'. durch e^ne g^nz einfi^lie Be- 
trachtung wird auf der Stelle erhellen, dass der Punkt (a;y) ausser- 
halb , in oder innerhalb dieser Evolute liegt, jenachdem 



* I 



3 ..,vl 



oder 

oder ^^■'•' . ./ • : •; ' . — 

'"(a^f+(%f-(e2)5<0 ' 
Ist^^DahÖf hM man das folgende merkwürdlgJ'Thettiteta^ * »•' ' ''^'^ 

Durch einen Prunkt' in der Ebeife einer Ellipse 
lassen dich an d^^elbe zwei, oder drei, oder vier \ 
Normalen ziehen, jenachdem dieser Punkt ausser- ' 
halb, oder in, oder innerhalb der Evolute derdlt'jriifV 
liegt. ' • :.ifi 

' • . - / 1 ■ »T / . 

II. 

Die Gleichung einer Hypeibel sei 

i • • ■■ .... . . •-•■■■ ''■'»./ -i '! ;:<i si .' 

SO hat man, wenn x, y die Coqrdinaten des Durbhschnittsj^unkiBI ' W 
einer durch den Punkt ( a|3.) an di.e Hyperbel . gezogenen Normale'/ 
'knit derselben bezeichnen *^*) , zur Bestimmung von o?, y die beidM I 
folgenden Gleichungen: iv)ioj 

r 

*) M. s. z. B. meine Elemente der Differential " und Integralrecfanuiig'. { 
Thl. L Leipzig. 1837. S. 291. «o 

**) Eine Zeichnung der EToIute einer Ellipse s. m. Archiv. Thl. iV« \ 
Tafc n. Fig. 5. 

'***) Wo (xy) immer der Pankt der Hyperbel ist, in -welchem ai^lF 
derselben die durch den Punkt (o/?) gezogene Normale senkrecht stAiti L 
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f ♦ 



oder 



3) 



,, (5)'- (!)•=>■ 






oder , WeQft irie ge^dhnlich 
geset^ wird: . 



"'S 



(i)'-(fy='' 



Setzen wir 

so wird di^ zweite der Gleichungen 4): ( 

6) bhx — afy + a^ = 0. 

Die erste der Gleichungen 4) kann auf folgende Form ge- 
bracht werden: 

7) gy _ b(x—a) 
' bix-^a)- ay ' 



f ■'! 



und wenn man daher, r .' ; \ 

"8) z=_iS_=:^(£llfL) 

setzt/ so hat man die .beiden folgenden Gleichungen: 

9) aiu — bzx=^ahzy ba:-^azy=:ab; 
aus dienen sich ohne Schwierigkeit: 



* ■ 



10) ^=«jfp, 3^=r:--, 

1 

^ . \ 

ergiebt. Führt man diese Werthe von x und y in die Gleiclbung 
6). elD» so, echilt man nach einigen lerchten Redudionen. die 
GlelohttPg:< t*fi; ".'..■..• .,,.-:... 

Tlieil VI. . 9^ 
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oder, wenn der Kürzi^ wegen' ~ 

12) A = -Uf+ll,B=:^itzll . 

h h 

gesetzt wird, die Gloichuig:^ 

13) a*+-4i» + JB;:^-l:^a 

Aus dieser Gleichung lassen sich nun; dardi ^Hx gleicibe Bc^ 
frachtungen wie bei der Ellipse , die wir Ibler nicnt wiederholeii 
wollen, ganz dieselben durch die^ Gl*9i8sen' A und B ausffedrückteil 
Bedingungen wie dort fiir die Anzahl der Normalen , wcGshe dui^ 
den Punld (aß) an die tfyperbel gezogen werden kSnuetl; ia&MMü 
' Nach dem Obigen ist aber 

4 - 'h'~öß' 
A--B _ f__^. 

4 -^ h-^W 



also 



(^)'-C^^^'+'=-(^M$)'« 



i.<v< 






ed^ 



.»' 



K-T-J-^—r-J +' (6^1 * 

und an die Stelle der Bedingungen 

I 

kSoneo folglich^ weil (613) eine poKitire GrSsse ist, die Bedingange« 

(«a)'-(6ß)»-(c«)*|o ' ' "' 

gesetzt werden. Dahef erhalten wir endlich den folgeiideä be- | 

Aefkenswerthen Satz: ■ *; ■ i.^.jHi i 

Alf die durch die Gleichung » ^ j| 



I 



e4«i^»li<«r4#fffe Hyperbel kCntten d«r«h<ei«e^Df egfitb« > 
, «CO Punkt (aß) zwei/ oder drei, oder rier N«r«ial«ii' 'l 



A 



g^B^g9n Wtä(&n, 1e«n«clideni, indem wi9 frewdhAlich 



oder 



(aa)'--(Äi3)'-(6M'<0, 



oder 

(«a)'-(6ß)'-(e»)'>0 

|>«e deifchnig der Evolute der Hyperbel Ist*) 

(ax)*-(6y)'=(e»)» 



(a*)*^(«,)'-.(*»)*=0. 

woraus «ich leicht abletten Ifl^gt« ' dacM» die fivohite der Hyperbel 
aui^ lier geg^n ihre Axen symmetrisch liegeDden ^ /sich in's Un- 
etidliehe ers^eckenden Zweigen besteht, weiche gegen die Haupt« 
axe der Hyperbel conve]^ siira. Betrachten wir nun den zwischen 
di^seu vi^ Zweigen biegenden (uneodlichmi ) , aus zwei gana von 
eioaadfr getrennteD TbeUen bestehenden Kaum , welcher dmrch 
di^ Haupta^ce der Hyperbel baibirt wird, als den inpereu« dagegen 
deo zwischen den vier Zweigen liegenden (unendlichen) Ra^« 
welcher durch die' Nebepaxe der Hyperbel nalbirt wird » als den 
äusseren Raum der Evolute; so wird durch eine ganz einfache 
Betrachtung auf der Stelle erhellen, dass der Punkt (ay) auaser« 
halb 9 In oder inneriialb der Evolute liegt ^ jenachdem 

<aa:)'-(6y)'^(e»)*<0, 
oder 

(«:B)*^(4y)*^(«»)*=0, 
oder 

(«)'^(«y)'^(e«)'>0 

isL VergMeht map dies aber mit dem Vorhergehemleoj so ergtebt 
sieh itm fotgeada merkwürdige Theorem ; 

Durch einen Punkt in der Ebene einer Hyperbel 
lassen sich an dieselbe zwei, oder drei, odfer vier 
Normalen ziehen» jenachdem dieser Punkt ausser- 
halb, oder in, oder innerhalb der Evolute der Hyper- 
bel liegt 



*) ILsi BHÜne Klemenle. der Pifferenftlal •>- und IntegrabreGluiuag a. a? O. 
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Veher die Terwandluni^ der duadrat- 
wiirKelii in nnendlielie perlodlsciie 

Hettenbrftclie. 

V«n dem 

Herrn Doctor O. Schlömilch, 

^ülfrati^eeoto» ila der Unirrnnrilü za Jena. 



» , 



Es Ifisst flieh bd^anntlich jede Quadratwwzei ans einer posi- 
tkren ganzen ^ahi in einen unendlichen und periodischen Ketten- 
bmdk auflesen ; die hierzu nothigen Operationen sind leicht a^us 
ein^n einzelnen Falle zu ersehen. Um z. B. V2i in einen Ketten- 
bmch zu verwandeln, bemerke man zuvorderst, dass fl3r=r5 pfais 
einem Bruche sein müsse, und setze demnach 

_ 1 •' 

■ 

werafls folgt: 



•Pa = 



1^28 — 5 



Zlhler mid Neoner_mit Vis-fft mnltiplicM und im 
Hiwer den S«tz (V^r^/?)(1^«+i?)=Ä— /S^. anwendet; Da nun 
fBtirS plus einem Bruche ist, so muss der Zähler y5i + 5=10 
lihn tinem Bruche, folglich der Quotient=3 plus efnete solchen 
saia. I>eshalb sei welter 

woraus folgt: 

\r = _^ ^ Vtff-l-4) V^^-f^ . 

• V"2S— 4 12 ~ 4 * 

Da der Zähler hier =9 plus einem Bruche ist« so setzen wir 



woraus folgt: 



US 

I 4 OTs 



V^— 4 12 ^3 



Der fernere Gang der Rechnung ist jetzt: 
^3 n =tJ+^, 



.- \ rt -.■«■■ ■■ 



*• 



^ __? V25+5 ,„ . 1 



xt 



,>•••• 1 * 



V28 — 5 

Hier ist aber XiZ=xi, folglich wird bei weiterem Verlauf :r« = ar^, 
Xt=^z9 u. s. f. in inf. Substituiren wir jetzt von allen gefundeneof 
' Gleichungen : 

'^^=5+:^, a;i=3+-i, ^,=2+—, 

l 1 1 

Xt Xi . . ■ X, 

jede in die vorhergefaende, so erhalten wir, 

i^=s+ — —. 

2+ 



1 • ' •! t 






3 + -^l 
10+ 



3+ 



1 



Ä-f-« • • • 



also V28 in Form eine$ unendlichen periodischen K^enbr u c h wu- 
So bekannt nun Dieses ist^ so wenig scheint man dich um die 
Eigenschaften der einzelnen periodisch vorkommenden. NenMc 
bekümmert zu haben. Eine pur flüchtige Untersuchung dickem, 
Gegenstandes 9 welche für anderweite Zwecke unternommen Wurq^' 
gab folgende bemerkenswerthe Resultate. 

1) Ist die Periode zweisliedrie» also der Kettenbruch von der 
form % 

1 

a+ — i— 



'h( ii^..:-: 



// + .... 



149 



b 



o ist b eine gerade ZäM und'« ein Theiler von b, also — etinz, 
rie z. D. ip ' , » 

2+ , ' 3+ 



1 "T 1 

10+ 1 12+-^— 1 



2+ — — 3+r 

10+.... t B+,..r 

2) Bei einer dreigliedrigen Periode wie 

1 ' ! 

oH —. ! 



c + 



« + .... 

i^t 6=05 c gerade und zugleich 

flc-f 1 . 

«De ganze Zahl. Da hier wegen des geraden c der Zähler imm^r 
ungerade ist, so muss folglich a . inipier . gerade sein, weil sonst 
der Nenuer gerade würde. 

Beispiele: ! ' ' 

2+ 1 6+ ^j; 

- , 12+ 80+ 



A -j^ • • • • u~f~.... 

j 



, 3) Ist die Periode viergliedrig, also der Kettenbruch von der 

!.' 1 : • - • 



ß-f 



'■>•:"■•'■■ ■ ■ ■ ■•-•-■ ■•■ Ä'+— i— , '.'" ' •••.■•■'■■ . 

. ; ■ . 1 " = ■ ' ;■.'.•■•( 



•»'. : 



: I ■.» ■ • 



, • i 



'ö +••••■ 

■ ' /,.'>•'. 

10 i8t'<*s::a>.fernef.. ei gerade uud det Ausdruck 

X ahd-\-h-{-d 

eine ganze Zahl, ,wie z. B. ün'^'^dem oben entwickelten Ketten« 
krache tOr V'» und den folgenden: 



V^248=15+ 



1 + 
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VTä48=35 + 



2 + 



0+ 



1 



17+ 



1 + 



30+ 



3+ 



■hM 



1 + .... 



70+- 



1 



o+#«». 



4} Entbfilt die Periode fünf Glieder, steht aUo dw Kettepbnich 
unter der Formi 



a+ 



1 



*+ 



e+ 



d+ 



e+ 



« + •••• 

«SO ist e eine gerade ZähU ferner: 

abc+a+c=:^bcd + b+d 

und 

bcde+be -{-be + de+l 
ab'cd-\-ab-{-ad-\-cd-{-l 

eine ganze Zahl, was man z. B. an den Kettenbrüohen : 



i^l3c=3+ 



1 + 



V29=:5+- 



1 + 



2+^ 



1 + 



1 



1 + 



1 + 



1 + 



6+ 



5»+ 



1+.... 



10+. 



1 



2+.. 



bestätigt finden wird. 

Ueberhaupt ist in jeder Periode der letzte Nenner das Doppelte 
der ganzen in der gesuchten Wurzel steckenden Zahl. Ffir die übri- 
gen Eigenschaften aber wollte sich auf dem Wege^ welchen idi 
einschlug 9 kein allgemeines Gesetz entdecken lassen. 

Das Mitgetheilte reicht wohl hin^ um zu zeigen ^ dass hier 
noch ein weites Feld zur Bearbeitung offen liegt , welches vielleidit 
auch für die Theorie der Zahlen manche Ausbeute gewähren ktmit 



• • . . * ■ • ■ • » i i ( • J I 



••'■■• I . ■ ■• 




Heber die im ▼orherg'elieiideii AiifiNitBe 

watge»tenten Sfttze« 

Von 

Herrn Richard Müller, 

Stadirenden der Matlieinatik zn Jena^ 



Die Periode eines petiodischettf Kettenbniehes ^. sei ngliedrig, 
q sei der letzte ^p der t^orletzte Nenner der Periode ^ s# das« 



.^^ 



a+' 



6+.... 



p+ 



1+ 



«+ 



6-[-.... 



-0a dt« Pefiodeffjsahl unendlich grosä ist, so tnri der Wertb 
W0ik se nicbt geändert ^ wenn wir die erste Periode 'Jg«kn2 weglasse^ 
nd den Ketienlmich erst mit^ der zweiten Periodik beginnen; es 
M iiflÄthin der' Theii Atn Kettenbruchs, der nach dem ersten q 
Bodl ibIgiV reibst gieicli cc, und folglich 



ar=r 



«+ 



Ä + .*.. 



■ j ■ 



/»+ 



(jf.+ ar. 



, . Atd* diese Weise ist es lins gelungen, den unendÜefaen Ketten« 
mch in eine endliche Form zu bringen. In welcher es unb allein 
tnugitch wird» seine Eigenschaften ztt untersuchen. 

Bezeidineä wir mm die einzelnen Käheningsbrfiche ^s Ketten« 



tfm 



1. "75 muss gaoz, 

III. g gerade sein. 
., ■{ . : 
Entwickeln . wir die At^en ' NäheTongsbrüche fiir die Nenner 

Mj c» d, so. finden wir der. Reihe, nack < .,.. ., 

» j ... • . ft £ ...•.■..■• *. . ■ ■ • J':-* «i- ^ r' « 

a a6+l a6c + a-|-c abcd-{-ad-\-cd-\-ab-{-l . 

s muss also für Kettenbrüche mit zweigliedrigen Perioden - 

DZ, 6 gerade 9 also ^uch a gerade sein; für dreigliedrige* Perio- 
n muss ,^ ganz, b^=a und c gerade sein; für viergliedrige 

moden - . ^ — sanz. öc + 1 = a6 + l oder a=^c und d ge- 
abc +a+c 

de sein u. s. w. 

Da nun nach den Gesetzen für die Kettenbrüche 

ft— 1 Qn—2 — * «— 2 vn—l = i 1* 

id da wir^n--2^^fl'-l gefunden haben, so muss 

A^i = ^/>«-2 e— 1 ± 1 / 

• . . • • .'■'.* 

lem; eis muss al$o , dieses Kreuzproduct Pn— 2 Q»^] ..immer 
am die Einlieit grösser oder kleiner sein als eine Quadratzahl. 

P 

Da Pn und Q« relative Primzahlen sein müssen und 

fttBy.is^l müssen aueh Q«^ und Qn— i relative PrhnzaMen sein; 
c^nso müssen Qn— i und j3n— 2 essein, da Qn— 2==^»— l ""^ 
^•^X P>^ zu Qn—i sein muss. 



ti .• "j . 









-.'■;■ -i • ■ 






4 . ' ■ 
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Setst man in dieser Gleichung vom 6ten Grade b=^r, so 
geht ein Zi^reig dieser Corre durch den Anfang der Coordinaten , 
ivelcher cur senkrechten Bewegung der Kolbenstange dient Um 
die Tangente in diesem Punkte und ffomit die Richtung der Bewe- 
nng der Kolbenstange zu, ei^lüiltfo ^ setaa.man in der vorhergehen- 
den Gleichung oi und y unendlich klein!, und man erhält zur Be- 
#HMin^ des S^nn|ji^nMii 9 der Tangente gegen dici A^hs» 
dar jr dif ' Jfbl^roOi^^ Pli^lchuQg-: 



■; vi 



. , [o«-rf*-(r+e)«]» 

tun mr = 4= i L-Ul — i. . 

SeUt man r=e nqd'.at:::i£,'S# lässtsich diH Gleibhung (3) in diese 
beiden Factoren zerlegen: 

froren die eipe die Gleichung eines Kreises darstellt; die andere 

Cbrve schneiet ' die Aehse der x in einem Punkte , der von A um 

d 

—(r— i) eqtferA^'ist ' Veriegt man den Anfangspunkt der Coordi- 

r ' . ■■ \» . ■ 

Uten io diesen Punkt, indem ar=-(r—b)'\'Xi gesetzt wird, so wird 

hl Anfangspunkte der Coordinaten erhält man tat die Richtung der 
Tangente: 



l«t nedi r=6, so wird die vorhergehende Gleichung diese: 
Bhr ist' sin cp == -;- • 



11«* 



in 



in ^ttf IH. W:'8; (fo ehr Stfick di^FKdfltettsMig«» ; cM^t^f #<^ Leit- 
Stange und bc^=^ der Halbmesser des Krummzapfens.' Nennt man 

nmi die in der Rtcbtune da wiri^ödde unmittelbare Kraft des 
Dampfes Pund die In c übergetrageiH» auf ^ senlrecht^.&aft Q, 
so findet man Jeicht 

n »sin 6ra « . fi » /:co8Q> T 

: : i' ■ ■ \ ' . . 

"'■•■ ■ ,, ' ät .■•■r.-i a 

woAVinM Aia=i=5^ i ist ' 

FA* die Kraft detf i>ampfe« im sweites CyHndl^r iNifd^ an 
den Ktirbeiarm, der sMkrecht anf diem ersten angenoiMBea wivd> 



.»•^ 



»I ■ ■ ■ ■ . I >. L - • . 1 . 

■ ;.'.■ f - . > ; , 



Gl 

m 

Bi 
IC 

ai 



Träet m» diese Kräfte auf den UmÜEtng des Triebrades fiber^ so 
wird flir den eiliM Kolb^i die Kraft : ' . - 

Slf ^ . r, , ^cosq) "1 

■ ■'■ . ,_.'■, 
od filr den andern : 

rf*// V Pt Aising) T 

iro D der Durchmesser des Triebrades. 

Für beide Kräfte zusammen setzen ti^ir der Kürze weiren: 

s^(|i-^^)F9. Diese Ausdrücke gelten fjSr ;]M(ascfc|nen obpe 

SipaDsioD ; ftir Expanaiomsnaaschinen gelten Tor4«r, Absperrung 
dia ie lbc D Foniietny ünjl qac^p der Absperrung muss'nuüi diaÄn fttr 
• den obigen Wertll ^' tetzen. Demnach wird die Kiuft,- welche 
die fortschreitende Bewegung des Conyoi's auf horizontaler Bahn 
beinrkt, diese:' > 



*■ 1 



|^(p-Vv)F(q.)-^-«.« 



und filr die beschleunigende Kraft erhält man den Ausdruck : 



.1^ 



.-. ....■r.^9\0ip-^)m-^r^r\: ii 






■■ i f " ■ • ... 

wo ff den Fallraum in Air ersten Sekunde und nui* das Mbment der 
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I 

Ffir ein u Beodttch g rosses x wird die Geschwindigkeit coDstant 

und y:^X»'=: 31- — i — . Obgleich dieser Zustand genau ge- 

DommeD nie Statt iBndet, so tritt er doch in der Wirklichkeit an- 
nähernd bald ein. 

Die hier gegebenen für eine horizontale Bahn geltenden For- 
meln gelten auch fiOr geneigte Ebenen « wenn man in (2) für A^ 
diesen Werth setzt: 

-^ ^osa|>-(^+wi)sini!> 



Um zu berechnen, wie weit ein Wagenzug sich noch fortbe- 
wefft, wenn bei einer bestimmten Geschwindigkeit die Dämpfe zu 
wirken aufhören, muss man die Gleichung (2), na^chdem darin p 
iuidjar==0 gesetzt, so integriren, dass für j: = 0, v einen bestimm- 
ten Werth v' hat. Man erhält dann 



A^-C^ v'* 



Um steilere Ebenen ohne stehende Dampfmaschinen mit Dampf- 
wagen' noch hinanzusteigen, bedient man sich zweier Züge. Man 
iSsst nemlich einen Zug auf der schiefen Ebene heruntergehen , wäh- 
rend der andere, der mit dem ersten durch ein auf Rollen liegendes 
Seil verbunden ist, auf einer zweiten parallelen Ebene herauf geht. 
Dftss ein solcher Betrieb noch einfach und sicher, wenn die Ebene 
nicht zu steil ist, ausgeführt werden kann, hat die Elberfelder 
Bahn bewiesen. Wir wollen füp diesen Fall noch die Geschwindig- 
keit berechnen, womit ein Zug eine solche Ebene noch hinangeht. 
Zb diesem. Ende wollen wir, «der Einfachheit wegen, die beiden 
Zfige 10 aUen Theilen gleich setzen. Es hindert aber nichts diese 
Rechmfieen auf ganz verschiedene Züge auszudehnen. Das 8eil, 
welches die beiden Züge verbindet, habe bei der Länge TMas Ge- 
widit G ; die Halbmesser der Rollen und deren Achsen seien g, '; 
der Reibungscoefficient an der Achse der Rollen sei jjf". Ist nun 
^die €reschwmdigkeit der Züge v, und a: der von denselben durch- 
laufene Weg von dem Kopfe der schiefen Ebene angerechnet: 
dann ist der Widerstand des hinaufgehenden Zuges mit Beibe- 
haltung der früheren Bezeichnungen: 

(^ + '"T^ • ^ J '*'") <="« '?' + «»"* + (^+'" + ^ • G)8ini|> . 
und des heruntergehenden: 

der Widerstand von beiden Zügen ist also : 

Theil YI. ' 12 
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L Das bestimmte Integral / ^ipltkgshitpJLp^ in welchem n 

eine positive ganze Zahl anzeigt' 



Führt man fär sio <p deo gletchbedeuteaden Ausdmck ±y 1— cosjp* 
eiOy indem das obere oder untere Vorzeichen zu nehmen ist, je- 
DBchdem der Bogen 9 resp. im ersten unÄ zweiten , oder im dritten 
md vierten Quadranten endigt > und • entwickelt den Logarithmus 
in eine unendliche (wegen cos9*<l convergirende) Reihe ^ so 
edi&It man nadi ritfer toA iielbst verständlichen- Beieichnungsarti 

2) A*""^*^9logskKp*J> 



»>/ 



amnr . , . 



i~ ■ 

iro l^l^ipe positive gan^e Zahl bedeutet. 

' ' Wmtet man mm auf das erste integral zur Rechten (Ke alige- 
neittste Reductionsformei an, indem man cos^2i><2q) zerl^ in 
eisipap^l cos9c?9y und den letztern Factor integrirt^ so erhält man 
im JiismAtwk • 

9C089^P^ 1 sin9+^~cos9*i» + (2p— 1) / COS92? — « 8in9*<^ 

Zeriegt man aber das letzte Integral didurcbr'dassmao X — eofi^* 
^^t»^s nimmt 9 «o entsteht nach der Zusammenziehung 



2jp/9cos92Pd9 

■ •■ ^ ' ^ ' ' 

=:9COS9*l»'-isin9+5-co892P+(2p — 1) /9C0S9*'""*rf9. 
Ihpi^nen demnaeh m und n zwei positive ganze Zableb,, so wird 

y^9C0S9*i»rf9=^^^V]r'^'''^ 

IMese Reductionsformei kann nun auf das Integral zur Rechten 
von Neuem angewandt werden u. s. f.^ da es aus dem zur Linken 
hervorgeht 9 wenn in diesem p — 1 statt p gesetzt wird. Auf diese 
Weise kommt durch gehörige fitabstiMBon 

4)/%<l<«;«p«**,=ix«(«»-m.).|^|^-=l), 
Ffihrt man diesen Werth in 2) und 3) ein, so mtA.\- , „ 



!m 



2 



för j^jtes ':ib, desseo absoluter y^^rth kleiner als ' Ai^^ £hiheit i6t 
s' Hier ist jetzt x=l zu setzen; allein es muss zuvor untersucht 
weMiBO, .oh die.&moi^ anC der XiinkeB liocbi fjbr diesen, Werth 
conyergirt Dass dies wirklich statt inde, erhellet aus: einedi Theo* 
rem ron Raabe*), welches uns auf die Grenze des absoluten 

Werths von (— ^ 1) M^biDweist';, wo i^ das allgemeine Glied 

isti Istdi^se Grenze grOsse^ ^Is die Einh^^it, so findet Convergenz 
it|^ CiMfere Iteihe entsfvicht iitn (n der'TKM -dieser Bedingung^ 

3+2 
h man leicht findet (-i^ 1 ) n = -_^,welches|zurGrwiteii«t 

■ ■ II 
Setzen wir also in, 7) j?=l^ so Wird 



TTlP 2.4.6..,. 5^p, » 



■ ' J ■■• r • 

Deshalb ist nach 5) und 6) 



i) p^'''^^y^cp\ogsm9dq>^'-in*lo^(^+lH^ 



») r *"* ^ 9log8in9d9=-i<*>og2(4i»-l)+?^«*f =1 . (4ii^T!) 

Setzt man in der ersten dieser Relationen mi-l'ffir y», und 
aUirt dann 8) und 9); so entsteht 



« I < 



L ^qtlog »In fpdtp 






=-4«^l<^2(2mV + ihc»1^^.(4m^)+?ii^»1^ 



■» I 



Nhnmt man nun für m nach und tech die Wahlen 1, % 3,...m 
ttodaddirt alle dadurch entstandenen Integrale, so wird 



/. 



2m9r 



9logsinq)C&p 


oder 



*>. Zeitschrift für Fhyvik und Mathematik von Baun^artner un^ 
▼. Ettingshauden. Wüen la^l. 
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Denn zerlegt nuui da« letstefe von 9=0 bis <p=zlye, und von <p= 
bc bis 9-=A, und transformirt' den zweiten Their durch die Sub- 
stitution <p='x — (p', so findet man sogleich / iogsin9i!l(p=: 

I 1 P^ 

\ - I 9 iog sin q)i;iq^ Also ist nach 13) 

rtil V 

14) Z**"^ log sin 9^9 = - , Ä ( log 2 - 2Äac ^~l). 

Da nun nach dem Begriffe eines bestimmten Integrals als der 
Grenze einer Summe von unendlich vielen Elementen offenbar 

/ log sin 91^9==/ \ogtnn<pdcp ist, so ist ferner 
Jl» J 

15) /*'^logsin9d9=-ic(log2-2Ä^=T). 
t/o 

Gaoz nach derselben Ansicht ist / log— sin9e{9= / ^log sip fpdcp. 

ftuKra log— sln9=Iogsin9-f(2A.-|-l)icV=r9 so uit/ '^logsin9cl9 

*/ 

-r^\og8mipAp + (2X+l) «VZl/ ^d9, folglich 

j logsin9d9= / '^ log sin 91^9— (2A. + l)«^4'rZJ, 



1 



ad 



ibo 



I r^^log sin 9d9 r= -2 ^ flog 2 - 2ht^^ 1 -J^^Y^l\ 

Dieselben Weirthe haben die Integrale von 29r bis 49r^ von An bis 
ftru. s. f.; demnach hat man allgemein 

16) r ^"^log sin 9^9 = - 2m7r [ log2 -^ 2Ä:^1^~1 - ^^ „ 4^Zl]. 

Ifa» zerfalle man / ^^"^^^'^log sin 9^9 von 9=0 bis 9=2fii9r, 
tmd von9=2iitorbi69=(2m+l>r,so erhält man^da / ^ *"*"*■ * '^log8in9rf9 

Pn 

= / logsin9<29 ist, nach 16) und 15) 

17) r^^'^logsm^d^ 
J 

=-(2m+;i)Ä[log2-2*ÄV^=^l~(2A+l)g^j^^1^I7]. 

Folglich ist allgemein 

18) / logsin9<>^ 
/ 

= -n^[log2«2it«1^:rr-?^ !Lllf ^iTZri, 
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indem man a=0 oder =1 zu setzeB hat, jenaehdcmi n geradt 
oder ungerade Ist. 



III. Siimmirung einer Reibe mittelsl Transformation des 

Integrals 14). 

Macht man in dem Integral J== / iogsincpc}? die Substitn- 
tion sin9 = ar, «o gebt es über in / ^ Da nun nach deffi 

binomiscben Lehrsatze (1 - ^2)-i _ j^^® Ijl^^J^lifcl) ^2? 

SO ist / ^ iog^fZA[a-^^)~*-i]= r ^ ^^'s^^^^^^A^ ^2P. 

t/o yo p=z;i 2.4.6-... 2p 

Es ist aber rx'2T\o^xdx= ^^\^ '^ ^ - /^^ Vjli ^ MgEch, *« ™ 
sich leieht versichert , dass ct'^P^l \o^x tiU ^=0 ver^i^lvvripdiett 
/ x'2v\o^xdx=^-' .^ - -^ . Daher wiid i logj:rfar[(l— a:*)^-!] 

. ' ^'Yij5££^- 1 '^* 1 r8 ?..(^-l) , 

8Q hat man / -=== — —1— -J /.v. t i W ö~l &: — > 

J Q'iri—x'^ p— 1 (^P + 1)* 2.4.... ^ 

oder nach 14) 

io\ ij.*^* 1 1.3.5.. (2»-l) , , a' 

1^> ^+^1 (^TI)^ - 2.4.6.... V "*''°^^r^-: 



IV, Bekanntlich ist Are smx=x+':s'^^-^-^'^P-^^ *^*l, 

,,^1 2.4.6.... ^ 'l^+I' 

folglich 

2QX />! Aresin ^^^^i^l l og:r&rJ 

t/O ^ t/o tl-^a' 

oder 

Are sin a:r^ 



^■' /; 



0? 



= l7rIog2. 



♦) Der Factor 2k7iY-'i "i"«« l«icr verschwinden, d» / ^ r^ ' niir vsilK 

der Voraussetzung den Werth — /oIT+lli* ^*** *'*'* unter log» derw 
eile Wcrtli verstanden wird. . 
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crhfilt» wo die (BÜimiitilcheo durch die Symbole A und B bezeich- 
neten CoeiRcienten als bekannt zu b^etrachten siiid. 

I^a0 nun zuvOrderst die erste dieser vier Auflösungen betrifft, 
8o erbilt nan ans den drei GleichuDgen S) mit Hülfe der Glei« 
cbimg 4) leicht die- Gleichung 



ii(^,+Ä,«)-tti^e'' + ^+J?tt~««=A+Att» 



also 



«1= 






und folglich vermöge der Gleichung 4): 

Wie man 5 wenn man mittelst dieser Gleichung, welche, ge- 
JiSrie entwickelt, vom dritten Grade ist, t£ bestimmt hat, mit Hmfe 
der Gleichungen 4) und 5) auch t?, H|, V|, und dann mittest der 
Gleichungen 2) auch x, y; x^, y^ bestimmen kann, unterliegt 
fcnDem Zweifel. 

Femer ersieht sich aus den Gleichungen 6) mit Hülfe der 
Cleichuiig 4) die Gleichung 

iIbo 

v,{A[^^-B\v ,)^{A\^-B\v,) 
"':^ ^e^-\'A'-\-B\--(A'^^-B'^vO^ ' 

älfol^ich wegen der Gleichung 4): 

irorans «ich nach gehöriger Entwickelung zur Bestimmung von v( 
wieder eine Gleichung des dritten Grads ergiebL Hat man r^ mit- 
Mit dieser Gleichung gefunden , so lassen sich dann mittelst der 
CMelimigen 4), 6) und 2) auch leicht die Grössen u, v, u^ und 
^ty, ^19 ^i bestimmen. 

Aus den Gleichungen 8) und 4) ergiebt sich. ' 



(A\+B\t)(A\+B\t)--tVe^-(A"^+B^^ty^=^A"+B"t, 

also 

(A\ + B\t)(A", + B".,i)-^{A'' + B''f) 



t? = 



fe'^''(A",i+B"^tyi 

Fuhrt man nun diesen Werth von t> und den.Werth 

u=A\\B'\l 



Ml 



r."- 



/tp)co8 (pArctao-) 
1 e— •* cos hx dx^= ••••(*)> 



j: 



r(p )sin (p Arctao -) 
aiP—l e~«* 8inbxda:= > ?_•••• (2). 

Voo Aesen Gleichungen lassen sich einige sehr wichtige Anwen- 
doogen zur EntdeckuBg anderweiter Integrale machen^ Toä deniHi 
Dor einige specielle Fälle bekannt sind. 



§. I. 

Wir erinnern zuvorderst an die folgenden beiden bekaimted 
lilegEale: 



j: 



^^ *2r(jLi) tos iiu« 



«sina: j « 

a^ llii*) sin J/t« 



,1>M>Ö....(5) 
, 2>iu>0....(4) 



welche man leicht aus den ersten Eigenschaften der Gammafiinctio- 
MD ableitet*). Setzt man x^zkt, wo t die neue Veränderliche^ 
ieine wUlkührliche Constante bedeutet ^ so ergiebt sich leicht: 



**cosÄ:< 



1/* 2r(jj)co»\^Ti 



t/o ^ 



«Är^l 



Ttkl^'^ 



, l>Ai>0....(5) 
-, 2>^>0...-(6) 



2r(^i) sin 4mä 

welchen Formeln wir sogleich Gebrauch machen werden. 
Wird in der Gleichung (1) < für 6 gesetzt, beiderseits mit 

- mnltiplicirt und darauf nacl^ / zwischen den Gränzen t=fiy t=QO 
integrirt, so wird 



von 



a 



t^J 



1 e-"«* cos 



txdx = lip) I 



,^^^cos(pAi^ctan^ 



....(7). 

|Man hat hier aui der linken Seite einen von den glücklichen Fäl- 
;ieD, in welchen man beide Ibtegrafionen ausführen kann, wenn 
Bian die Ordnung' derselben umkehrt Integrirt man nämlich zuerst 
Bach t, so ist das Doppelintegtal links gleich dem folgenden: 



*) M. 8.^ den dritten Abicbnitt meiner „Beiträge zur Theorie bestimm- 
; ter Integrale.^^ ... 
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203 

J O x/ ." 

iij welchem sich die Integration nach t mit Hülfe der Gleichuitf 
(5) für k^=a: und /t=^ bewerkstelligen lässt. Es ergiebt sico 
nämlich 

,, . , "^ , C'^xv-le-^dx.x^-i, l>o>0....(8) 

2r(5r) cosj q^J ^ ' "^ ^ ^ ^ 

Hie£ kapA wieder nach x integrtrt werden, wenio maa «eh ao db 

it'ormel • 



r 



a:^- 1 er^dx — ^^^' 



Ol* 



erlijoert und ^=:^-f 9 — 1 setzt» 

Das Inte^gral (8), d. h. die linke Seite der GTeichung (jl),^\ 
jetzt in das folgende über: 



n 



flP + 9— 1 ^ 



2/'(^) cos i^TT aJ* 

und es ist folglich mit Hülfe der Gleichung (7) nach beiderseitiger 
Division mit r(j)): 



P^di 
t/o i^ 



'^ coß(»Arctan-) . . ,. 
0*^' (a^ + t^)iP ~ r(p)r(q) * !2aP+9-fcosi9» ^••••(9)- 

•< 

Hier lässt sich nun das Integral links in eine andere , viel beque- 
mere Form bringen^ wenn man nämlich 

Arctain-.= ar 

setzt. ' Es folgt hieraus 

adx 



t^^atanx, dt^= 



cos* X 



Man. hat aber^auch unmittelbar 



^ V adt 



rf(Arctan -) = = dx , 



mithin 



dx 



a' + 1' adt ' 
oder wenn man für dt den oben gefundenen Werth setzt f 
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ArctanO=0. Dinrch Substitution aller dieser Werthe verschwindet 
die CoDstante a von sdbst und man findet; 






n 



y J 

dn sehr biemerli^enswerthes Resultat» dessen Allgemeinheit man- 
cherlei FeigerangeD siulässt 



§11. 

Durch ein ganz gleiches Verfahren kann man aus der Glei- 
chung ^}.ein analoges Resultat ziehen. Setzt man auch hier ^ für 

6 , multiplicirt mit --- und integrirt für das Intervall # = bis 
t=cx)^ se wird: 

k 

/ — -/ xP—ler^ &\iktxdx=^r(p)l ; — ....(11) 

Durch Umkehrung der Integrationsordnung wird die linke Seite 

2>y>0, 

wobei die Formel (6) für k=a;, /u = 9 in Anwendung gebracht 
fForden ' ist. Die noch übrige Integration iässt sich wieder Wie 
vorbin ausführen > und man erhält für die linke Seite der Gleichung 
(11) den Ausdruck 



I I 



— 1 



mithin nach beiderseitiger Division mit r(p) die Gleichung 

y-. .. sinfpArctan-) , ,^ • 

2>f/>0. 

Setzt man hfet wieder 

13« * 
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Arctan-=:jr, 
a 

60 erhält man durch ganz die nämlichen ReductioiieD *wie in §. L, 
das Resultat 



f. 



IV 






, 2>y>0....(ö) 



4 



welches dem in (10) gefundenen analog ist. Bemerkenswertfae spe- 
cielle Fälle der beiden Gleichungen (10) und 12) sind folgende. 

1) Für p==2 steht rechts der Quotient ^^±li, welcte 

durch die Bemerkung^ dass r{q-[-l)=^qr{q) und /t2)z=i Ist, Mk 
auf q reducirt. Man hat also : 



Q 2cos iqn 



y TZ cot ffj:si 
ö . 



sin ^xdx=^' 



qn 



2 sin 4 qn 



, 2>^>0....(14) 



i ... 



2) Nimmt man in (10) und (12) /9 = 1, und bemetlLt> im 
•r(l)==l ist, so reduciren sich beide Formeln auf ein gemeinsdiafr 
liebes Resultat, nämlich: 



f; 



7t 



fiC0t9xdx=:rr 

Q 2cosi^7r 



, i>^>o....a5) 



woraus man dadurch, dass man '^—a^. für x substiiiiirt ,, aach Dodi 
das folgende ableitet: 



f: 



n 



%idXk^xdx^=^ 

ZCOS^^TT 



, l>^>0....ai6) 



3) Für p=2— 9 erhält man rechts den Quotienten 



r(\) __ 



1 



n2^q)lXq) (l^q)lXl-^q)r(qy 

bekanntlich ist aber r(q)rO—q) = -r^ — ; führen wir diese Weiihe 

sm q-jt 

ein und bemerken, dass sin^!7r=i=2sins^7rcos2<^ ist, so finden wir 



f. 



Wcos(2-y).r^^glDig; l>y>0....(17) 
sm fl'a: 1 — 5' 



W 8in(2-y)x ^^^cosigr 2>y>0....(18) 
Sin 9 a? l — q ^ 



JBImß 






sin X X tang:»* 
also 

1 ^ sin x^ 

Nähert nun x sich der Null, i^o nähert cosor sich der Einheit, 
und kann derselben beliebig nahe gebracht werden, wenn man nur 
X der Null nahe genug kommen lässt. Also nähert sich der zwi- 

sehen 1 und cos x liegende Bruch um so mehr der Einheit, 

X 

wenn x sieh der Null nähert , und kann der Einheit beliebig nabe 
gebracht werden , wenn man nur x nahe genug bei Null anDimmt, 
oder die Einheit ist die Gränze, welcher der in Rede stehende 
Bruch sich bis zu jedem /»eiiebteen Grade nähert, veenn mao o: 
sich der Null bis zu jedrai beltebi^^Bn Grade nähern lässt. 
Ferner ist bekanntlich allgemein 

i ^ sinjf=2sin Jofcos^jf 

Iff^ . ■■■■'-■ :.■■■■.■ • 

*>.:::. . c««^j:=l.-2sinjx«, . ■ i'"'" 

also nach der vorhergehenden Gleichniig: 

, 1) sin jc^Ssin^jc— 4sin Jjcsinloc'^. 

Weit nun 

mi\x<,\Xy Axk\x<,\x, sinJa:*<iVJc* 

ist, so ist ' 

4 sin J jk: sin J Jt* < I jc', 

und folglich nach 1) 

sinJC>2sin^jc— ^jc3. ^ / 

Setzt man hierin für x nach und nach 

X Y* X X 



* V 



2* 2*' — i"-!' ' 

'. . ,*. 

so erhält man : 

sina:>2sin^^ - \x^ , sin ^^>2sin^ "■^•^» 

sin'^l»>2sin,-p^-. J. — , u. s. w. 



9K 






MultipIiGiTt man nun auf beiden Seiten fler Zeichen nach iet 
Reihe mit 

• ■ • 

I, 2, 2S 2», ....2»-i 

'• • • • . 

addirt und h^ auf, was sich aufheben lässt; so erhalt man 
also nach der LcJire von den geometrischen Progressionen r 

SIU:^— 1 — 



sin ar . 2» . 2^« - 
>- i- f ^- 

2^ 2« 

Lasst nüm jetzt n ins Unendliche wachsen und geht zu den Grän- 
zen über, so erhält man, weif ^ sich der Null q&hert: 



. "1 . 



2) siii>:>J«:-^x». 
Hieraus ergiebt sich 



1 

• . ; > ' ■ : 



2» 



und folglich um so mehr 



!'M. 



x'^ t o:* 



Also ist ferner nach dem Obigen , wie man durch Multiplication 
leicht findet : ' 



x^ x^ 



•siiiixsiiii^^>J-- 2^+^-2^' 
ivkA folglich um so mehr 



t w ar* X* 



« 

und daher nach 1) 



x^ . ar* 



siDAf,<28lnJa:-^+|-. 



Setzt man nun hieriD für x Dach und Dach 

X X Op X 

so erhält maD 

«»"^ <2«in.p— ^ +^, , u. s. w. 

SiOs — r <2siDTr— — ^r- 1-^ — - : 

2"^1 2" 2^« ' 2*"+* 

und foiglich ^ weoD mao auf beideo Seiten der Zeidien nach i 
Reihe mit 

1, 2, 2% 2»,.,..2»-l 
multiplicirt, dann addirt und aufhebt, was sich autheben ISsst: 

1 ( , . 1 . 1 . 1 . . 1 



6inx<2«sin^§_J, l+J5+.f^ + ^+....4 



2» 2* ( ■ 2* ' 2* ' 2** 22(«— 1) 

,l(i, 1,1,1, , 1) 

+ 2^P+2^+2^ + 2^ + - •• + 24(^iri)-[^*; 

also nach der Lehre von den geometrischen Progressionen.: 



i-JL . i_i 



/0„ . X 1 22» .1 24« , 

1-^ " 1 L 



oder 



•^ ^ 1 1 1 1 



Bin X ■ 2» j^ 2^» 2 4-1. 2*" 



X*. 



1 — ^ '^ l~i- 

2« 2« 24: 1« 



2oa 

Lässt man dud n in's Umfodliche v^ifh^^ V^^.8^hti^;A^^ !^^^^' 
len über, so erhält man 

sio X, 



oder 






3) 8injf<x-|jf»+Tiw'*- 
Hieraus ergiebt sich 

und folglich 

also, weil uDter den gemachten Voraussetzungen 



x^ . 1 ar»*» 



offeDbar eine negative CrrSsse ifft, am so^mcAr ,, 



-.1 



woraus man ferner mittelst des Vorhergehenden durch gewöhnliche 
Hultiplication leicht erhält: 

sinixslnJar*<^-.2i+i-2r¥-3rT-2n+«ty-2n» 
also, weil . . • 

^ _i :f_j 1 :f 

ofenbar eine negative Grosse ist, um so mehr 

sini*8injx«<|r_^+i.^„ 

ond {olglich 

48in§jcslnlAfa<£^-^+i.i^. 

'S ^ 

• I 

' ' ■ ' * 

Daher ist nach der Gleichung 1) 

sinx>2sin4af-|l+|l-i.^. 
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2»; 

X X X vb 

^> J' 2«^ 2^*' ••^?=7^ 
CO erhält man 

sin x> a«ln I -^ + 1^ - 1 . ^^, 

• X ^. n * ^'^ *^ ■ *^ 1 *^ 

sin ^>2sin 25 - ^i +2n -i-gv?' 

®***2^^^®*"2^"" 2« +2^T ""i'g^i* 

n« s. w. 

• . , X ^ A • . X . X « »r 1 ^p^- 



folglich, wenn man änf 'bi^Mt^- Sfeiteto det GkidMwi l l Mafel iwfy^tlii 
der Reihe mit 

1, 2, 2*, 2»,...:2»»'-l 
mnltiplicirt, dann add^ und a«fheM> wa» sich^«rfM»e# fentf s 

-i-2Tö|l + 27+2i^ + 2^"*'''**"*^3»("— i)|^^* 
Also ist nach der Lehre von den geometrischen Progressionen : 

oder 

. jp^ I 1_ I I_ t _. "^ 

sin X ^ V 1 22» „,1 ^ 24»" , 12^, 

* iL 2^ , ^ ^2' 1-1 2* itr^ 

2» 2* 2^ 2^ 

und folglich, wenn man n in*s Unendliche wachsen lättst uad zu 
den Gränxen übergeht: ■■-.*. 






Ml 

/oder 

U'eberhaupt haben wir also jetzt di«> fbigpiideii ^Slüiaii'^rthe, 
«von^sioa? gefiinden: 

8iDX<X, 

8inar>af~^ap3 +T^ j:* -^5^x'^; 

• nind es (Unterliegt keinem Zweifel y wie man auf dem obigen Wege 
noch weiter fortschreiten kOpnte» was sich ^ wie es uns scheint, 
>ztt zweekmSfiB^en Uebun^n für die Schfiler bei'm Unteirichte be- 
nutzen lässt Jedenfalls ist aber schon das Obige mehr als hin- 
reichend, um die Berechnung der Tafel der Sinus zu zeigen» Auch 
würden sich die^^ oblgeii Betrachtungen allerdings vcrrällgemeinern 
lassen, was aber bei'm Elementar- Unterrichte in der Trigonometrie, 
in dessen Interesse der vorliegende AuGsatz vorzugsweise geschrie- 
ben ist, nicht zweckmässig sein würde, und deshalb hier zuzeiffen 
unterlassen wird. Dessuneeachtet aber würde ich einem die Ver- 
allgemeinerung der* öbigeti Betra^htungeii sich zur Aufj^be mkcfhen- 
den Aufsatze von einem apdern Verfasser gern einen Platz in dem 
Archive einräumen ,. und erlaube mir' daher,' die Leser desselben 
aufzufordern, diese Verallgemeinerung in möglichst eleganter Form 
zu geben zu versuchen. 
Weil bekanntlich 

cos jc=l — 2 sin ^ jjr* 

and 

»i»Jar<iJir, sin^\x*<fAr* 

.ist,.«^ ifi(t ajbubar 

5) cosjc>l — .Jx*. 

Weil ferner nach dem Obigen 

smia:>2 —if-^i 

* 

'Ifitc^-etf-ist • 
tind folglich um so mehr 



. / 



, I .'E^ '<'y i 



il2 

also 

dälitftr Bä6h dM Obigen r 

.1... 

6) cosa:<l~^a:2 + ^i5ar4. 

• ', 

Auf ähnliche Art ist nach dem Obigen 

also .. ...... . ,., ,, 

und. folglich^ weil unter den gemacbten Vorauj^sejbungeo . 

■••■••'*'■• «.8 ,«.10 '■ ' - ■ 

offenlMur ein^ negative Grosse ist, um so mehr 

also 

2 sin 1 or^s; i Jf * - 3^5 AT* + y Jo *** • 
Daher ist nach dem Obigen 

Auf ganz ähnliche Weise findet man^ weil nach dem Obigen 

ist : 

8) cosx<,1-^x^ + -^x^-'jIj^x^+^jj^x^, 
und hat also für coso; jetzt überhaupt die folgenden Grän^wertii 

cos ar < 1 , 

cos o: > 1 — i a?* , 

cosa;<l~^;i:* + 2*5^*5 
cosa:>l-^a:« + 2^a:*~y^a:^ 

cos o? < 1 - i a:« + ^ o:* - ^J^ o:« + ^^j^^ x\ 



i 
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Auch diese RechnungeD sind einer VeraUgemeioening föhig, wel- 
che zu geben verdienstlich sein würde , wenn dieselbe auch für 
den Elementar -Unterricht, den wir, wie schon mehrmals erinnert, 
bei den' obigen Entwicki^biiigeii vorzüglich im . Augia gfiliftbt. {wiben, 
von geringerer Bedeutung sein. düifte. 



■ » 



Hin Paar - aUireiiieiiie Kigienscltafleii 
der Eulersclien Intef^ale zweiter Art. 

Von dem * * 

Herrn Doctor O. Schlömilch, 

'. . ■ ' 

Privatdocenten . an der Universität zu Jena. 



In meinen ,,Beitr&gen zur Theorie bestimmter Integrale^' Jiabe 
ich einige neue allgemeine Eigenschaften der sogenannten Gatnma- 
fiioktionen mitgetheilt, weiche für die Theorie dieser -Transcen- 
denten ungefähr das sind , was das Binomialtheorem für die Theorie 
der Potenz ist Die fraglichen Sätze erscheinen dort als specielle 
lUle weit umfEUisenderer Theoreme ', die durch mehr&che Integra- 
tionen gewonnen werden ; will man aber die letzteren umgehen , sp 
kann man jene auch aus den ersten Eigenschaften der ^üerschen 

Integrale 9 welche in den Gleichungen 

> ■ 

r{f.i)i^l*xf-le-*dx...{l) 
r(l)=l, r(n)=1.2.3...,(n-I)....(2) 

/' »■ ar"-! dx _ r(a) r(p) ... 
ausgesprochen sind» auf (olgende sehr einfache Weise ableiten. 



3U 



.1. 

Wir nehmM tuusenen Anftlauf Vdo 4«» beldiiinimi» flir Jein» 
ungerade ju und beliebige n geltenden Theoreme t 

SI0Utt = V8^P^ X^wi o ^ «ID*tt-t- ^^ ., ^ ^^^. ^ — i«in*« — •••. 
1 l.Z.o i.z.o.4.0 

Durch Differentiation desselben nach u ergiebt sich 

^ ^ 1.2 1.2.3^4 •■ 

oder, w^ das Nämliche ist, 

• - . . ■ ■* ■ 

Setzen wir fi=:2m+l, wo nun «n jede ganze positive SSahl he^ 
deuten darf, so wird 

cos(2»i4-l)tc 

= cos le [ 1 - 1,2 ^^^°") J 1.2.3.4^ '(*««)♦-«_] 

oder wenn der Kürze wegen 

Mt —1 nr _(^±1)^ flf _ («t+2)(i« + l)wt(w-l) \ 

-*• ~' 1.2.3.4.5.6 ' "• '• *^ T 

1 

genoramen wird, 

oos(2m4^1)«=costf(Jlf '-M^(2amuy+M^(üaÜämy^.^}..(ß) 

wobei man aoch 

cos (zm + 1) tt= =rt ' = •• 



cos tf = ^jr 

2 
28inte= 



setzen könnte. Für u=la:Y^ erhält man hieraus- 

cos(2iii+l)M=4 (ar««+l + ^5;J:|:j^), 
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1 • 11 

X f — 1 ' * 



Führen wir diese Wertbe in die Gleichung (6) nnter der Bemer 
kuog ein, das8.(irzp« = -l, (^^^1)^ = + !, (4^=1)«= -1, u... f. 
ist, $0 ergiebt sich folgendes rein algebraische Theorem: 



«der nach hieiderseiti^er DiTisioo mit x: 

^ +:r2«= (1+ l)[iif.+iif . {X ^ ly + M^{x -i)* + . . . . ]. 



Diese Gleichung wollen wir beiderseits mit dem Ausdrucke 

■ 

äx 

in welehem f» eine ganz beliebige GrSsse beaeichaet» mtiitipIMafi^ 
nod zwischen den Gränzen x-=^ und ;3r=ooiotegrifen. Es wiM so 

/ * 1 dx /*• j:a"»efcr 



(^'-»4)^* '^ * {<r»+^)^i 



X" X 



(x - i)«k^ 






/M-1 



ix — Y^^ x»^ t (^- — ^)*<^ ' 






X' X" 

u. s. f. ....(7) 

Abgesehen von den Coeffizienteu sind alle Integmle jechl» 709 
einer allgemeinen Form , nämltch 

• '-• 1 

und gehen aus . derselben hervor, wenn man darin n=0,l, % 3, etc* 
setzt Das votifegende Integral läset sich ' auch in folgender Ge-^ 
stalt darstellen: 



/. 
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/ (1+Ai) ^ • 



weiche zu einer eleganten Transfonnation Veranlassung giebt Sei 
nämlich a: — -r- = x , so wird (1 + -^r) dx±=dz. und wenn ar die Watte 

00 und 1 angenommen hat^ ist z = x und z=l geworden. 

Diese Substitutionen verwandeln uvser Integral Iq jdas folgende 
viel einfachere: 



/. 



QO x^^dx 



(2+z^)^+i 

welches für z=(2x)l in das folgende übergeht: 

2« /*» x^'^idx 



(1 + ^ 



* 
di§S9^n Werth nach Formel (4) ermittelt werden kann y wenn im 
a— l=n— i und a-f-ß=^-f-i setzt, woraus a=n + 4, p=:|u— f 
folgt. Hiernach ist nun 

Setzt man hierin n=0, 1, 2, 3^..., so erhält man der Reihe naeh 
die Werthe aller der Integrale , welche auf der reckten Seite der 
Gleichung (7) stehen und es ist nun nach (7) 

P^ 1 dx P<* > x^^dx 

■ 

Hier bleibt noch der Werth der linken Seite zu bestimmen. SetMi 
wir im ersten Integrale —=2, im zweiten x=z, so ändert sidi 

das letztei^ nicht wesentlich; dagegen wird im . ersten 

• ■ ' '■ 

-i£ = dz da: _ 1 dx_^^^, 

und wenn ar=QO, ar=l geworden ist, hat z die Werthe uirfl 
angenommen. Das erste Integral in (8) wird demnach 

/*0 z'^^dz _ ■ /*1 z^^cb 
1 (1+,.^^- Jo (^+,,/«;k'; 



Die linke 8^te der Gleich^iig; (8) wird demDa^ . V 

imd da Ktt unter beiden ktegral^eichen die nämliche Differen- 
zialfonnft 8te)ht^ 8Ö ziehen sich beide Integrale nach dem, Satze 



y^V(*) *+y^V(«) dz+J^f(z)dz 



• . » ' 



in das eine znsammen: 

dt 









dessen zweite Form ans der ersten entsteht , wenn man Zähler 
und Nenner desselben mit (i^y*~*~i multiplizirt Setzt man endlich 
noch z^==a: also z=a:^, so erhält man leicht 



m+/*— 1 



p mz^m^f^idz _ 1 p ^x—T—dx 



i ' 



wobd man rechts die Formel (4) für a — 1 = ^^^ — -, a+ß=/t+4 
anwenden kann. Man erhält a=^i±^i±?, ß=fi^, mithin 

Vo (T+^F+r * r(M+2)i ' 

I " 

and dies ist der Werth der linken Seite ii^ der Gleichune (8). 
Svbsütalrt man denselben^ so hebt, sich beiderseitis ir(ii-|-4) und 
«UeiM . ./^ ^ 

(9).,..i/'(^i±f+l)r(^J^ 

= 2HrJ ^oni)itu) + 2Jlfa AÖZ-at - 1) + 2«^^^ 

Dabei Ist nun /XÜ=='V^^9 die übrigen Glieder rechts «ind von 
der Form' 

2»il!f4„r(n+4)r(^i--«), 

ans welcher sie für n=l» 2, 3,..^« hervotgehen. Setzt man för 
'm nnd.r(it-f i) ihre Werthe, so ist dieser Ausdruck 

Theil VI. 14« 



/ 
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- ^ • -^ 1.2.3.4.5. ...-(in) ^ ; ^^ '^' " 

2.4. 6.. ..(2«) ^'^^ "^' 

so dasd also Vir al^ eemein^cliäftUcIier Fäktof äUi^r 'Gned^c auf 
der rechten Seite in (9) erscheibt MiiMpÜzirt inaik lAich beider- 

iseit» mit -pi, so wird jötzt . . ' ^ 

worin sich eine merkwürdige Relation aifssprichtr Eis Ist die« 
(1^8 erste der ron mir gefimdenen Theoreme. 

fl. 

Setzt man (n dem Anfangs citirten Tbeoremd, -^ — tc för ti, so 



erhält man 



(— 1) a cos/m 



~ l^''^'' 1.2.3 ""^ "*+ 1.2.ä.4.5 """^ " • 

oder für jUc=:2m-t-l nach beiderseitiger Pivtsien mit fi: 



(—Dm 

~ — —- COS (2m + 1 )m 
2i/<+l \ ■ ' 

«^o « (^ + 1) ^ oi ^w a . (»«+Ö) (iw+l)m(m-l) «* " V " 
' =costi— ^ ' ^ 2' cos'i£-t- V ^ ^^j 3 4 5 ^2*co8^— .... 

und wenn man u^rzlaV^^ nimmt: 

- \ 

(—l\m I 

wobei wir zur Abkürzung 

M -1 M - (^+^)^ ;tf ■^ (ffl+2)(m + l)iyi(m^ l) . 
M.-l.M,^ 2.3 ^ ^*-^ 2.3.4.5 — '' «*^- 



■ i ' > • • ■ .• » ' 

anDimmt. . . ' ' \ 

Muitlpfiziren Wir jetzt beiderseits mit 

1 dx .* 









*■> 



worin ju eine beliebige Grösse bezeichnet, und integriren innerhalb 
dtr firänxea x=0 und x^=lt so wird 

(-l)» r /*i a,*»dx , /*> 1 Ar -j 



X' ' ' X 






X' x^ 









jr X 

V^ 8. f. .,..(11) y,,_,. 

Die Integrale Rechts stehen unter der gemeinschaftlichen Form 

dx . . . • .; 

,2A«^2«» X ' 



y»lj 1 
" (X+-Y 



aus der sie hMvorgeben, wenn Hian i^r n der Reihe Aach 0,1, 
2,3, etc. setzt. Nehmen wir nun erstlich x=Zi so ist 

nehmen Wir aber 3?== -i, so wird — = und x=— j hat nun x 

% X 1 X 

die Werthe 1 und angeoettimeti , so ist ;r==l und -a^=:oD g|0* 
worden, folglich hat man 

/*l I dx PI 1 dz , /^ 1 rf« 

Addirt man hierzu die iGleichung (12) und bemerkt, dass reichta 



m 






i^dM 



«■ ■• : :■■ ^1. :•■ ::!.. 






Für z^=4?9 also KT^or') geht diesem Integral in das folgende Über; 






dessen Werth nach Fdrmel (4) fiir a — 1=7*+»»*. a+/3=2jti+l, 
abo a=/Li^+J9i+l]r /3=/Li— fii gefandeo werden kapp. Derselbe ist 

1 rO*+wi + l)/t^— m) 



^2/*+!) 



•i • 



b| Seilt, man • £ee etatt der . ■eira^dUammerten Summe 'wt der Unken 
Sette in (1^^ iftaitiplisirt . darauf beiderseits mit 4 'und setzt flBr 
Ä,, Jfg, ilfft, etc. ihre Werth^, so wird . • . 

^^^^•'••2^rFl r(2^+l) — ~ 

r(^ 2.3 'r(2A*-2)"^ 2.3.4.5 r(2i--4) •' 

1 worin sich .das zweite der von mir gefundenen Theoreme ausspricht. 
/Abs. 0. steht dasselbe unter einer' anderen Form, weiche al>er 
-m dieser leiqht abgeleit^/^rdeti Icano* 

L^ndre hat nämUch über die 6ammafunktionen folgendes 
Theorem gefiinden, welches nachher auf y«|rschiedene Weise, am 
ck^testen von Lejeiine Ifti^idilet be^deseti worden ist : 



1 



b« 



ita)r(o+i)n«+|-)...-^(o+^)=^(»«)(2*y4^i.*- 



Ffir 11=2 ergiebt sich daraus 



} » 



. ) 



na) 'Wn 



/X2a)"'2»«-i;jr(a+i)' 

und für a^^fA-^n 

■ • ■ * ' 



S '•::; 



32d 



1 N 



sAleim BptDMj^PMiEM, oder: Pp:a—j(ib; 
, also: JDp=^* 



•ii.. . :.> 



Dieses in die obige Gleichung snbstitnirt» giebt: 



t2«i2 



»oder 






2U|-+jra+2^ar.C089=a*, 









ist 



wfäb^Mf^ a^jg;mf m^ dnc M^p» i»t 

... Znsatz» j For eiD /echtwinjäges (^laieDateiisystiBiii 

c^.ip—Oral^Or 

Anmeirkting. AoTdi^ep Satz grfindet sieb die be^^iite Ven^^^h- 
ntingisart einer Ellipse mittatst des ERipsögraphetf/ öder 
aucn vermittelst eines Papierstreifens. 






\ . 



Herr Catalan :bat'der societ^ pbUomatique de Paris die foN 
geoden Sätze von den periodischen Kettenbrüchen ohne Beweis 
tt^[elhelk.. .. 

1) Sl rön repr.^sente. par y% la valeor qiie l^n obtient quand 
00 Fimite la fraction continue o: aux n premi^res p^iodes^ on a, 
g^n^ralement: - ; < ■ 

. py^ant la feducti< äqaivaie«nte 4*^^,, ei y^ fet rddtdte prdc^ente. 

. 2) 81^11^1 est ttnf^ fraction irrdductiblei ^ » yn ou pioVi^iDi 

sm Bussl une fraction I^MuctlMe» 

3) Comme on peut supposer y^ r^duit ^ sa plus simple ex 

presftion •« , ^n est une reduite de la fraction continue. 

R 'S 

4) Soient yn-^i = -g7> y« "^^'^ ®" *"'* 



> ■ ■« 

■ I 
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mitbin, da in den Dreieckep MAD, B'A'iy die Winkel an A 
und A' resp. \(f und ldO®--4£| sind^ 

SD^=ZB*+4i|a«in2j6-2a.ZB.«in6, 

folglich 

JSto»(B5*-iB3*)=Jft«.3B*-2(wa-mV).Zß.Bin6, 

wo das zweite Glied 2nifolge der Gleichgewichtsbediogiiiig yerschwin^ 
dety das erste aber, indem man die llänge des ganzen Hebels mit 
/, das gemeinschaftliche Drebungsmoment mit /* bezeichne^ 

Äi.3B*=4(ma«+iiiV«)sin*16 = 4/t/sln«ld 
wird, mithin 

-a» ( äS* - Ei*) = 4iu/sin« l ö > 0. 

In beiden Beispielen ist AB:=A'B' =:igt^, also die Mini- 
numsgrtisse 



ift»ZB*=(w +m'}^~. 



wo sich zonächst nicht absehen lässt, wie und nach was sie diife- 
remdrt werden sollte, um auf diesem Wege, bei yorausgesetzter 
Gletchgewichtsbedin^ng, das Minimum zu constatiren, oder, bei 
voTausffesetztem Minimum , die Gleichgewichtsbedingung herzulei- 
ten ; aU«n da diese DiiFerenziation dem Uebergang von iA zu BD 
entspricht, wobei, sich bloss der Punkt A ändert, während J9 der 
selbe bleibt, so sind erst die Coordinaten des Punkts A einisußLh- 
ren» um die DiiFerenziation Tollziehen zu können'. Seien daher im 
ersten Beispiele Zq'^'o <1*>c vertikalen Ordinaten der Gleichgewichts- 
piitse EyE\ und 2,2" die der Punkte B,B', so ist 

folglich 

and wenn man nach 2^ diiferenzirt , so sind die zwei ersten Ab- 
leitungen 

-2m(*-»„)-2m'(z'-x',)^, 

aber vormSge der Bedingung des Systems ist Zo-f 2'« = C^nat., 
folglich 
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/-(*-^,+»^+..f+....=0, 

«()l(r-^,+»^+,.^+....=o. 

und die BeweguDgsgleichuDgeo des Systems sind das. Resultat der 
EGmiiiatloD säuntlicher Grossen X zwischen diesen Systemen von 
der Form (5). 

'Es seien im zweiten Falle oi , ^, y u. s. w. die letzten geo- 
npetrischen independenten Variabein« oder eben so viele von dinan- 
der «nabhSngige Functionen der Zeit« worauf sich zuletzt«^ nach 
jBerOcksichfigung aller Bedingungen des Systems« die Coordinaten 
seiner I^lpkte zurückfahren lassen. Diese Coordinaten sind alsdann 
wiedernin im AllffeöÄeinen entweder rein geometrische Functionen 
jener independentDn« oder durch Relationen damit verknüpft« worin 
fibfraiess ole Zeit exjplicit vorkommt« so dass man« mit Ausschliessung 
des ktastem Falls« hat ^ =/*(<»« V'iZ**«-) und folglich 



^x dx d^io d'^x^x ^ .q d^x dm dtff dxd^tp d^x .diff.^ . 

di^ T'dw di^^du,*^dt' ^ dwdtp dt dt^d^ dt^'^ df^^^'dt ^"" 

^£^dxd*m d*x^dm \^ , Q d^x dm d*m 
dX^'^dmlF^ An\dt) ^ dw^ dt'Si^ 

.i^ .d*x fdfff d^ta dmdttff . . q d^x , dm ^^ dtft - q d^x dm ,df^^ 
^ ^Mfy^lR dt* ' dt dn ^ ^ dm^dtp ^ dt^ dt ■*■ dwrf^/« rfr^^ 

dx d^yt , d*x ^dtff^^ , ^ d^x dtp day , 
^d^ dt^^dip\dtJ ^ dfp^dt dt^^'"' 

Q. s. w.« dbeoso 

to=^*,+g»,+ 

n. s* w.« femer 
. _dx ^ .dx . . , rf*ar //w* - d^x ... d^x Jy;* , 



dx 
du 






J 



Wi 



foigUeh diirc|i Vwgleiclvinedieseir beiden idc;ptiftehen EDtwickeluoffen: 

■ 



^1 Man hat mithio 



• ■ j * 



u 



* • • 



ODd 



dt ' 2 ^ dt 2.3 

f * I 



•■ « 



' JxJ" M^^''^^ -^^^^^ 



II 



T j^a 5i~o ■••••» 



dt ' dfT ' dt* 2.3 



folglicb 



e-^;^ (^^ -_) ^g- + -n ^X- -5=-) .15-» +..••, 



; ■ ■ 1 

Auch ist Ttn^Sge der EntwickeluDgen in §. 3. III. 

g^jj Jt+^A^— 2^ , 

futUo kann die dortige Formel, (13)^ indem man zugleich die vir- 
' tietteB Räume statt der virtueilen Geschwindigkeiten setzt , so dar- 
gestellt werden: • 

IL Um nun direct, nach Analogie des Ganssischen Beweises, 
aa zmM, da^ lUlcleinep: Ut> ^i^ wepi^ fvijlkührlich von A aus, 
statt £»8 wirklichen Orts C zut Zeit t^M, ein compatibler Punkt 
D, d* h« ein anderer Punkt der Trajectorie von m, genommen i^rd» 
m aeien x-i-Dx, y-^Dy, z-\-Dz die Goordinaten ^on tti in der 
Lafla tJD, wa D^, Dy.^ ii^.viUbührticbe^. aber dem Zustande des 
Systems aur Zeit t compatible Aenderungen der Goordinaten sind, 
«ai «an ai: zu J!^''überaufl[eh^» also Grilasan aach Art der in £. 3. 
auf diese Weise iiesaiiABetea tirtueUen Wege« 



. \ 



Ar = ^o; . i^i^ -f d*^ • -TT- + • • • • > 



j / 



doch mit dem Unterschied, dass, gemäss den Erörterungen in Be- 
treff des Gausaischen Beweises in §. 1., die zur Zeit t erlangten 
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oder weil imtk ioifangswerthe «'=0 dcf Radius Vector u^M(h=a 
entspricht , 



(21) { ^- : 



Um dies^ Ausdrucke geometrisch anschaulich zu machen, brau 
' cheyi wir nur m bemerken, dass dem vorigen §• zu Folge — =^ 

f$A%NAZ^\aMkgAWS, also y iy+1 = sec^ WS = cosec NAZ 
ist^ deon dadm^ haben wir sogleich 

^-SW.^ecAWS—ÄW 
and * 

«=^Tr.sec WAT:=^AT. 

Dehaen wir die Gleichongen (21) so weit aus, bis ^=0, nSmlicb 
^=00 wird, und blicken dabei auf Fig. 1., so erhalten wir 

^=aco»%cNAZ^^^^=^AN. ^ 



»in NAZ tangi| 

(2^ ^ und . 

s=AN.8ecfi= .T .^ =^2?=-; — 

' cosiV!^^ Sinti 

m Toranszusehen war. 

Substituiren wir jedoch in dem bei (21) für s gefundenen Aus- 

dmdEe fibr u seinen Werth aer-^9 und für asedj.V — -4- 1 - den 

Werth AB=—, — , so dass 

Sinti 

(23) s=J^ a-e-''9) 
Sinti 

wirdj setzen darin albnählig q)=^i7c. An, Qn u. s. f. und subtrahi- 
ren iedesnial von dem späteren Resultate das Vorhergehende^ so 
ei^eben sich die Ausdrücke für die auf einander folgenden Win» 
dangen der Loxodrome» nämlich Länge der 

ersten Windung s. =-— ( 1 — p - « *'^\ 

ainri 

zweiten Windung Jt === ~ ( 1 -- e --- a *») e-^a «»== #1 . e- axsr^ 
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7) (Bb-Cii)x 

-{Ab-C)y ^^ 

-^{Aa-B)x 

-A(abx-bar)^Bbx- Coi 

die Gleichung der projicireDden Ebene, und man muss nun, um 
die Gleichungen der Projection der gegebenen 'geraden Linie auf 
der gegebenen £bene zii finden, die Gleichungen der Dur(;h- 
scbnittfilinie der projicirenden £bene mit der gegebenen Eben« 
entwickeln. Die Gleichungen dieser DurchschnittsUnie sind aber 
Dach dem Obigen unmitteloar 

«nd durch Elimination von % und y aus diesen beiden Gleichungen 
erhält man ohne Schwierigkeit als Gleichungen der Projection der 
gegebenen geraden Linie auf der gegebenen Ebene die neiden fol- 
genden Gleicnungen: 

8) \Ai^Aa-B)-^C(ßb-Ca)\x 

■\-{B{Aa-B)-\-C{Ab-C)\y )=Q, 

\A{Ab-C)-\-B(Bb—Ca)\x 
+{C(J6-C)+B(^a-Ä)l* ^=0; 

+ D(J6- C)^B\A{abx -bai)-Bbx + Ca^ ) 
oder, wie man hieraus leicht findet: 

■ 9) {{A^-Y-B-'-\-0)a-{A-\-Ba-{-Cb)B\x 

-\A?-\-B'-\-0-{A^Ba-k-Cb)A}y J.=0, 
+(^a-Ä)(C6.+Z))-(^6-C)Ca, 

+( J6- C)( JBa..+ JÖ) -(l^a-Ä) jB6, 



§. 2. 

Siii4 Xx> yi, ii die Coordinaten eines beliebigen Punktes io 
der g^ebenen geraden Linie, und tt,,ß, y die von dem einen der 
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12) x-^Xi 

' {Ä* + Ä* + O) cos a— ( J cos a^B cos /?+ Ccos y ) A 

4 

_ . y — jßi 

"" {A'+B^ + O) cos /S— (^ cos a^B cos /3 +Ccos y ) J5 

~ (^'•+Ä»+C*)cosy— ^(Jcosa+^cosj3 + Ccosy)C ' 

nobei man noch zu bemerken bat, dass natürlicb 

13) Axi^Byi + Czi^D^Q 

ist. 

Bezeicbnet man durcb' (p, i^» y die 180^ nicht übersteigenden 
Winkel« die einer der beiden Theiie, in welche die Projection der 
gegebenen seraden Linie auf der gegebenen Ebene durch den Punkt 
(•^i^i^i) eetheilt wird, mit den positiven Theilen dreier durch die- 
seo Punkt gelegter, den primitiven Axen paralleler Axen ein- 
schüesst; so sind bekanntlich 

14) ^—^^ ^ y-^yi __ 2—Zi 
. cos 9 cosif; cos)( 

die Gleichungen <ler Projection der gegebenen Linie auf der gege- 
benen Ebene, und aus diesen und den Gleichungen 12) erhält man 
daher leicht durch Division: 

cos (p 

(A*+B'' + C')co8a—(Acosa+Bcosß+Ccosy)A 

, - costj^ 

~"C^«+Ä* + O*)cos/S— .(^cosa+J5cosi5+Ccosy)Ä 

cos^ 



^(^»+J?'' + C'*)cosy— (Jcosa+JBcos^+Ccosy)C* 

oder, wenn man die Nenner dieser drei Brüche der Kürze wegen 
respective durch Fy G, //bezeichnet: 

COS<p COSt^ COS)^ 

Weil mm bekanntnch 

COS 9* + cos i\f^ + cos %.* = 1 

fet, äo ist mit Beziehung der obern und untern Zeichen auf ein- 
ioder: 
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cosa) = i: ^ 
cos5{=± 



Nun ist aber , wenn man d6r Kürze wegen 

16) Ä^^ = j2^jB» + C^— (/Icosa + ÄcosjS+Ccosy)» 
= J'» sin «^ + ß' sin j3^ + C^ sin y^ 
— 2 (^Ä cos a cos /3 + -B Ccos /3 cos y + C^ cos y cos «) 

= (^cosj5 — Bcosay 
' + (Bco8y--Ccosßy. 
7+ (Ccos a — -^ cosy )^ 

setzt, wo K eine positive Grosso bezeichnen soll, wie man leicht 
findet : 

« 

17) F* + G« + Ä^» = (^* + jB» + C^)iS:% 

und folglich mit Beziehung der obern und untern Zeichen auf 
einander : 

F 

cos9=4: 



K^rA^^B':\^C 



Q 

\K\ J rofii/i = 4- ,^ 

aö; ^ "^ -KVA^+B- + C^' 
cos %=+■ 



oder, wenn man für F, G, H ihre aus dem Obigen bekannteo 



Werthe setzt: 

coag)=± (^^ + ^* + ^^) cos a~(A co8a+Bco8ß+ Ccoay)A 

.cog^— I (-^'+-g' + C')co8|?— (■^cosc+.gcos/?+Ccosy)g 

cos t- I (^'+-P' + ^')c««y— (-^costt+gcosjg + CcosyjC 

immer mit Beziehung der obern und untern Zeichen auf einander. 
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als positiT oder negativ^ leDacbdem die dritten Coordinaten 
Punkte in dem durch die Winkel a, ß, y bestimmten Theile 
egebenen geraden Linie kleiner oder grosser als die dritten 
[inaten der Fusspunkte der von diesen Punkten auf die gege- 
Ebene gefällten Perpendikel sind ; so kann man der Gleichung 
ifolge offenbar in völliger Allgemeinheit ^ 

^^ ; . ^co8a+Äcos/5 + Ccosy 

letrachten wir die oben durch «, X, fi bezeichneten Winkel, 
weiter ihre geometrische Bedeutung zu berücksichtigen, von 
an gewissermassen als blosse Hülfswinkel> so können wir 



cosx= 



33) 



cosX= 



COSft: 



B 
A 



YA^^B^^C* 

\ , und erhalten nun leicht mittelst der Formeln 32) tmd Si) 

sini _2 -^^CQStf+dBc o sj3-fCcosy 
cosxJ""^ C ' " . 

*\A\ j sini ^cos«-f'-^CQS/^-hCcosy 

^ ^ cosA ~ B 

sint ^ iJcöstf+jRcosP-f-Ccosy 
cosfi ~~ A ' 



ittelst dieser Ausdrücke und der Formeln 28) erhält man aber 
»r Stelle* , 

cosof*— slnJcos/Bt 

cos CO = ■' ' ' ; -— ^. 

COSI 



otfv ] cosß— -sin /cosA 
35) / cosi/; = — -i- ; 



COSI 



eo6y*-^smtcos« 

C0S3t= ^- ; r-^. 

COSI 



ach dem Obigen ist bekanntlich 

36) cos t = cos a cos 9 +€os ß ces^-f- cos y cos x<^ 
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die GleichmigeD der Nonnale der durch die Gie.chunfü 39) cbfurak- 
terisirteD krummen Fläche in dem Punkte (xi yx zi). Soll nun diese 
Normale die gesel^eiie gerade Linie schneiden, d« h. soll {x^y^Zx) 
ein Punkt der Projection der gegebenen geraden Linie auf der ge- 
gebenen krummen Fläche sein^ so müssen die Gleichungen 38) 
and 41) durch diecielben a;>f/^z erfäUt werden^ und man wird also 
die Bedingungsgleichung 9 Jass die beiden in Rede stehenden Li- 
nien sich schneiden^ erhalten^ wenn man aus den vier Gleichungen 
38) und 41) die drei Grossen x, y^ % eliminirt. 
Es ist aber 

cos/3. A 



cos« 



cos« 



..1 •■ .- . 



und 



dui 




dxx 

dui * 

duy 

-■ ',' d^i 

also durch Subtraction der dritten von der ersten und der vierten 
voD der zweiten Gleicboog: 

V dux 

^ ^ cos«\ '^ dux , 



dui 

. COSV/ iv dzi , \ " 

dxx 



oder 



COS « ai«i 

tjmu vi. ao 



^ -1 



^ .^. ,. 



S06 

womafii leicht '' ' 

(a:— /»)(^ cos « — ^' cos ^) 

(;.-.^,(^^eo.«-^cosy), 
= {(.,-/)^._(,._A)g!cos«; 

und hieraus ferner durch Division tind nach gehuriger Redueti 

, f V ,du^' ' du. V 

+ (2, — Ä) ($i^ CO« « — $^ COS/?) 



oder 



r-»Vi ...7 1'.;. • «f.; 



0=t(^.-^)^'~(..-A)|-;icos« 



•t \ ■ ' 



erhalten wird. Wenn man nun statt ^x,.yi,2i nur x^y^z setzl 
erhellet aus allem Vorhergehenden auf der Stelle^ dass die 
chungen der Protection d& durch die Gleichungen 38) charal 
sirten geraden Jjinie a\if d^r durch die Gleichung 39) charaktc 



ten Fläche die folgenden . sind : 



42) M=F(^,y,2)=0, 

0=:(;r — f) (3- cos j3 =^ cosy) 

dt ^ dif 



■^ • \ v 



dy 

dn 
dT ^^^ ' dz 

47(2-;-^) (-77-. cos cc-^-j- cofi|j5) 



+ (y--ff) (^,^^^ y — ^ cos«) 



^ •;.;•; ./.;. '. ,. dy . dx 

oder 



<•;.- 



m 

43) «=F(ar,y,z)=0, 
+l(^-/')|p(r-^)Jicosy. 



111. 



"'• • I 



jection einer geraden 'Linie ftuf der Oberfläche 
eines elliptischen Sphäroids. 



§.5. 

Indem wir zuerst nnr in der Kiirse das elliptSscIie Sphäroid 
Jlgemeinen betrachten^ nachher aber ausführlichere Betrach« 
^D über das elliptische Rotationssphäroid insbesondere anstellen 
en^ sei überliaupt 



«> m*(0*m 






1 •»• .' ''V •'*! 

Heicbung der Obj^flUche e]nes "eUiptischeo .SphHröidW^f^p ist 
Vbergehieiiden 



I t 



" .'•> ■ 



folglich '' , : ' , 

du __^x du^Jiy \^du • 2« 

dx~~^' dy~V dz^c^ 

■ • •' ■ \ ' . 

etzen. Also sind nach 43) oder 43) 

* I * . 

(^-^Z) (^ WS /J — ^ cos f ) 

+ ( 9-^9 ) (— ä c^s y •^ T ^<^s of ) y =^ 

o c 

+ («— A)*(-|^ cosa— ^-^^si*) 



; .' » 



f.; 



.*' . "i'".» 
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§. «. 



Jm die Gleichungen der Betühningslinie der Projection einer 
len Linie anf der Oberfläche eines beliebigen Ellipsoids in 
1 gegebenen Punkte derselben zu finden, wollen wir der KCbrze 
n, ausser wie vorher 



=ey<fKi)'-'- 



Doch 






a* ' " c" 



X 



n; so ist 



+K^-~/')^-(.V-^)^) cosy 



du 2^ dM__%i du^^jtz 

da^'^a^' ^^V lü'^^ 



dv 
dx 



wie man leicht. findet: 

-!(?-p)»-^h''- 

s=l(?-si)ä'-^|""' 

4ach den Prineipien der Differentialrechnung hat man nun be- 
uch zur Bestimmung der Differentialquotienten 



dy , dz . 

dx dx 



•eiden Gleichungen: 



du , du dy ^ du dz ^ 

do^dv dy t^^ ^ 0* 

tidd ^rb&it aus denselben mit Hülfe der Tet-bef fOr 

du du du y dv dv dv 
dx*lly^ dt dx* dy* dz 

gefundenen Ausdrücke^ wenn der Kürze wegen 






gesetzt wird, für die beiden in Rede stehenden Differentialqu( 
ten leicht die folgenden Ausdrücke: 



dy _ 


ä^ c* dz 


^h-^i 


dx 




^?-«* 



Sind nun Xi,yiyZi die Coordinaten eines beliebigen Pu 
in der Projection der gegebenen geraden Linie auf der Ober] 
des Eiiipsüids, so sind nach den Principien der höheren G< 
trie, wenn der Kürze wegen . 

49) A= 1(^-1)*.-^ j cos« 






\ 



ax* 






-i&4)'--ä«^^ 



^setzt wird. 



-*»i--i' — ^1 ta 



a' ~ c* 



,50) 



« —yi = '— (ä— a?i). 



r i • < 



* 4 * • ' 



2 — ij = (a;-— a:i ) 



■ \ 



ler 



51) 



X — xi ff— yi . i — »1 



y !■ I ■ ' ' I L 






1* 



e Gleichungen der durch den Punkt (^iViZi) gehenden Berük 
nden der Projection der gegebenen geraden Linie auf der Ober- 
Lche des Eüipsöidfif. ■■"':. 

§.7. 

Ohne <die vorhergehenden allgemeineli Uotersuchun^eti, welciie 
I sich interessant, für meinen nächsten Zweck für jetzt jedoch, 
m geringerer Bedeutung sind, weiter auszuführen, will ich mich 
m sogleich zu der Betrachtung der Projection einer geraden Linie 
if der Oberfläche eines durch Umdrehung einer Ellipse um ihre 
reite Axe entstandenen (elliptischen Spharoiäs wenden. 

Weil bekanntlich 

e Gleichung der Oberfläche eines durch Umdrehung einher l^lips«^. 
3ren erste und zweite Halbaxe a und b sind, uni ihre zweite 
xe entstandenen elliptischen Sphäroids, welches wir in der Kürze 
D Rotationsellipsoid nennen wollen, ist; so sind nach 46) 

ggx AHff! .*»_, 
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eiche die Gl^chung der ProiectioD der durch £e GleichnngeD 
() charakteri^rten geraden Linie aitf det OberflScbe des Rota- 
>DseDipsoids aswischen 9 und ü ist« Setzt man 



iiScos * = ac" cos « sin ß — (/cos y — A cois«) VT--e*7 
j^siti ^:&£W«*'cds/^sib ^2^-^ (^€08 7^ A^ds /f ) tHP^^ 
) wird die vorhergehen«* . Crl^ichifpg 

Öl) (^cosö--/'co»/5)tangi>=Äsin(e — *), 

Auch ist 9 wie man mittelst dei* bieSdeh'CHcfibhttAgen 00) leicht 

odet: 

-.^^-.-. ^ -.ü» Ä(cosasin*— COSÄCOS0) 
' ' cosyT I — e* 

od daher, wenn man dies in ' die Uleichnng 61) Einführt, nach 
ioigen leichten Verwandinngen: v 



62) tangß=~S?^y^El^i:*)^2jZ£l, 

, CQsasin0 — c.os/9cos0 



1er auch 



63) fang»- ^^^^~^^y^^°^^^^^jbf! : 

cos »— cosy cosö cot -ö 1^1— «■ 



§.9. 
Zunächst wollen wir nun den Differentialquotienten 

de 

dsi : 

• ■ - ' . 

itwickelnJ Differentliren wir zu ä(sm Ende die Gleichung 61), so 
halten wir: 

Äeos(^-*)(^-^j+s.n(ö^4>)-2ö 

= (^ cos « — /"cos j8 ) sec-ß". 

Durch Differentiation der beiden Gtoidmngen 60) ergiebt sich 

jber 

cos * -^ — RsAn<^ T^ = «c« cös acos ß, 

sin*-^7- +Äcos*7?x =oc*cosÄcosiß^ 
<iß ' «iß r J 

und hieraus Cemer mititelst gewöhnlicher Elimination: 



« I 









Um 'DUO ferner auch den zweiten Differeptfalquotieptei' 



i.v _ ■ *V*" 






zu entwickeln 9 vi^gUen wir zuerst die beiden Gleichungen 65) diffe- 
reDtiiren. Dadutm' erhalte wir *' '■ :\ 

cosdK^) — — R^^fBin O^^) — TTT — 

aSl dSl 

J^cispftangü (l-^iieotecotÄ^); 
"" sin0c9SÄ» ' / 

■• ± Mrt^ «*«''> '< fo/h „V„ Alu '««*<'> ■ ' 



• ■ ; I . • ■ » i ■ 1 



ff ^11' 



ßtn*(^)^;^-4Ämcos<lHM ___ 

a/*cos/Jtang Sl (l + l tähg 0cot Ä ^) 
cos 6 cos 1^' 



ood hieraus 






dS 

•OF cor i>4 



dm') %*^ö««^atigÄ(l-.?«ot»cot5i J^) 



cos<P(M 



, . S/ces^tangÄCl + itangöcotü^^) 

^ COS & cos ü* 

<?0 
ß.)d*C) 3ffCos«tang a(l-icotQ cota;^) 

- ' — I. I I, Sin (P' ) 

dSl sin 6 cos P-^ 

S/cos ß tang Sl(l + \ tang S cot Ä |^)^ 

^ COÄÄCOS Ä* ^ 



Setzt man nun 



* . . . . ... .1 

#/COSa(l— JCOtöCOtÄry^) ,. 



JR(«)cosaK«)= '^^^ 



67) i' 

7cos/J(i +^tarig0cotP|^) 



Ä(») sin OK^) 



{ : ■ . < 



»«■»■I I ''* L. -y* 



COS© 



also 
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45 = Ä(») cos (*(»)— *), 



Mv <2# taDg(0(*) — 0) dR 



A ' 



Führt man Dan dieseD Ausdruck von ^^ und den Ausdruck Ton 

dSl 

^- aus 69) in die Gleichung 72) ein, so erhält man nach einigen 
leichten goniomeirischen Reductionen: 

76) Ä«cos(ö~4^)*^ 

=— Äi»MsinÄ cos (ö—*) sin (d— *'')). 
4-A/2<'>cosi2cos (*—*(«))* 

cos(*— 0(')) ' dSl 

+ÄC08 Ä £»ii^i=^l2i^=*i!L) . ^, 

COS (*(*)— .0(*)) d^A 

mittelst welcher Formel der zweite Differentialquotient 

d*e 

* 

/ 

ohne gross» Schwierigkeit berechnet werden kann, wenn man nur 
erst mittelst der oben enti^ickelten Formeln die Differentialquotienten 

de dR dR(^) 



dSl' dSl' dSl 
berechpet hat. 

§. 11. 

Die Gleichungen der dem Punkte (ar^ff iti ) der Projection der 
durch die Gleichungen 38) charakterisirten geraden Linie auf der 
I Oberfläche df s Rotationsellipsoids entsprechenden Berührenden die- 
■ •er.Projec^on sind bekanntlich 

77) ^ "^^ 
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durch dev Pimkt (aritfj|j;i) getheilt wird, mit den positiven Theilen 
dreier divcfi 'dieä^n Pntikt gelegterv den primitiven paralleler Axen 
emsGhtiMwty d«pch' jgt^, ifßi, %i'y so nst bekanDtlicb . > 

,. . cos9>i cLvi! cosq)i dx^^ 
und folgücfi^ ^vie man mit Hülfe der Gleichung 

COS g)f + COS ^//J + COS x| = 1 

leicht findet 5 mit Beziehung der obem und untern Wichen auf 

1- einander: 



' C0S9i=± 



;•* 



cos^i=J: 



dxi 



•^1 - .\^^)'+M' 

dzx 
l crfs i. = + ^*' ■ - ■■- . 

V^\+(§)X^)" 

Nun findet man ahet mit Hülfe der Gleichungen 80) leicht 



,u^ ^ 



A.lso ist nach dei^ (^bigen: ^ , 



Statt 



\ ' 






hmi man hier und Im Folgende» 'wecall auch 



• • ". 



^■"•'' dä^f t' 



fetzen« -ii" ■ t...\- 



\ 
\ 



a2i 

cl. L Mch.78) 

■ • 

and (U* (vkiclningeo des in Rede stehendeii Meridians sind folgiteÜK 

Iarsinei— ycose,=0, ' , 

oder, wie man leicht findet: 



a:ßin 9^ — y cosöi =0» 
91) { > z» 



' +S-i=a 






Fol^ich sind die Gleichungen der durch den Punkt (XiyiZi) 
gehenden Berührenden dieses Meridians: 

( ^ "^0% cos 01*» 

oder nach 78): 

y-Vi— (a:-a:i)tangö,, 

^**) 1 / vCOtßi v^^F r- 

Bezeichnet man die 180^ nicht übersteigenden Winkel^ die der 
^ eine der beiden Theile^ in welche die in Rede stehende Berüh- 
rende durch den Punkt {xiyxz^) gethjeilt wird, mit den positiven 
Theilen dreier durch diesen Punkt gelegter, den primitiven paral- 
leler Axen einschliesst^ durch 9(^)9 1/;(^)^%(^); so ist 

. cosif;0) _ , cos^(^) _ cot^i^r— ?.' 

cosg)(^)~^^ ^'coscpO)" ^Siöi^ "" ' 

und folglich 

cos 01 



cos9(*) = dt 



Vl + (l--OcotÄi»' 

/i\ 1 sin 01 

i\A\ J cosi|n'^= ± ,,- ■ , 

^) \ ^ Vl+(l-€*)cotß,* 



,„ _. cot^i^^l-e* 
cos x^^=TT7==i==== ; 
* .4^1 + (l-e*)cotß,* 

mit Beziehung der obern und untern Zeichen auf einander 

TTieU XL 21 
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, /'äxj d^zy dz, d^Xj V 

'^\dSl,'dSll^'^dfl^'dS>.^*J ' 

TTo Ti eine positive Grösse bezeichnen soll, gesetzt wird: 

/ ds. y 
101) n=^^^ 

ist, wo die Bedeutung des Symbols 5i leicht von selbst erhellen 
Tvird. Weil nun nach 79) 

jv.- =— a ( cos 01 sin Ä. + sin 0i cos Äi -77^), 

# 

-j^ = — a(sin öisin Äi — cos 9i cos i2i -r^ ) / 

dSli 
iBt, so ist, wie man durch fernere Differentiation leicht findet: 

. cos öiCOSÄi — 2sin 0^ sinSli'^j-l 



' +COS öl cos SIJ ^^ ] + sin 01 cos Ä, -yrr^ 

sin &, cosSli +2cos0, sinßj—* 
+sin 01 cos SIJ -y^ .j — cos &i cosSli .^ ^ 

Und hieraus erhält man ferner nach einigen keine Schwierigkeit 
^larbietenden Reductioneu: 

dxi d'^yi dy^ d^x^ 



a« 



j^. (l+,o.ii.'(^) )-Min«.(ai„fi.^-eoaÄ,g'> j . 



Ol * 



=a«<l-< 



=:a*Vl-eK 
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dxi rf*£i dzi d'^a^i 

cose.a+cosÄV^V) 
-sin e^coB Äi (8inÄi4^- cos Ä^ ^^i ) 

dyi d^Zi . dzi d^yi 
^Sll'dSlt^" d^i .dSl,^ 

-{■cos&iCosSlJainSli-j-^ — cosSli -iT^-i) | 



Setzt mas aber der Kürze wegen 

'de, y 



102) 



Ol cosE. = cosSli(siüSl. -rrp^ — -cos Ä, -tttA. ) ; 



so wird 9 wie man leicht findet: 



dx, dP'y^ dyi d^x, 
4SI, ' dST^^ dSl, ' dSl^^ 

d& 
= Qia^ (cos-Eitang Sl, +sin£'i -^77-)* 

1^,'da:^ dSl^T'dSl?'^' e.sin(Ax^©,)/ 

und folglich ^ 

103) Ti = ^ia'Y l-c^ + CcoslJitangÄi+sinJEi^)'. 
Well nun nach 89) 



■ • • 

4|4"*(^^cti Eiaftthning der HülfsgrSssen q^ und £,: 



* 
* 



' * 
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st, 80 ist nach 101): 

Bezeichqet man die Coordinaten des KrümmungsmittiBlpunktät 
lurch ^lyiji^j^i; so ist bekanntlich^ wenn der Kürze wegen 

jp ( dx^ cü'y^ dy^ d^x^ \ dyi 

, ( dxx d^^\ ^h f^^i \ dzx 
Y —( ^y^ d^Xi ^ dxx , d^yi \ dxi 

^\ dsit dsi{' dsi^'dsi.y dsii 

4- ( ^y^ ^^'ii dxi d^yi \ dzf 

y __ / dzi d^Xx dxi d^Zi \ dxi 

^'^\dJh'^S^^'''d^*~dn?) d^x' 
i ( dz^ d^yi dy, d''z, \ dy, ^ 
^\dS2i 'dfß/ dQi ' rfßiV rf^i ' 

)der, wie man nach gehöriger Eiitwickelung mittelst des Obigen 
eicht findet : 

sin(£i--©i)cos^^i 
—cos Ej^ sin 01 sinSli tangi^i 

1 dQ 

105) X,=Q,a* ^ +cos(£^ + 0i)sinßijj^ 

+sin£iCOSÖiCOsßxr-^ j 

— Qi a^e^ sin (E^-— ßi) cosi?i , 
COS (JEi— öj) COS .J^i 
-f-cos El cos @isin iQ^ tang^^ 

r,= j.o' l +sin(£.+ e.) sinß. ^ 
+ sin jE,slnöi cos^i f Ty^ I 
— ^1 a^e* cos (JBi — ^i ) oosßi 
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I 

Z, = Q^a* ^T^. (sin El sinß,— cos JEiCosÄ^ ^Ly 
gesetzt wird: 



Ich will Jetzt diese Untersuchungen nicht weiter ausdehnei 
behalte mir aber vor^ in einem späteren Aufsatze auf einige Ai— 
Wendungen zurück zu kommen, welche sich von denselben machen vi 
lassen^ wozu die im Vorhergehenden mitgetheilten Entwickelunge v 
völlig genügen. 



daß 



* */ ■^='^+cons*v^ oder 



Von 

dem Herrn Doctor O. Schlömilch, 

t'riTatdocenten an der Universität zu Jena. 



Diese Frftge iSsst sich auf folgende Weise beantworten. Set^t 
iBan in einem integrale/ wie 
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:=±-^y WO z eine neue Veränderliche« m eine constante Grösse ist, 
w , 

dz 
48« wtrd<2^= — ; wenn ferner or— « und x=^b geworden ist, hat 

m 

js die Werthe ma und 7n6 angenommen. Daher ist jetzt 






oder, weil es in einem bestimmten Integrale ganz gleichgültig ist, 
xnit welchem Buchstaben die Veränderliche der Integration be- 
zeichnet wird. 



%J ma 



dx 
jft 



Ans diesen Satae ergiebt steh z. B. für a=0, 6=k> m= — l, 

iC * 

/^^ I tJ^.Ai:^ /^.... (2) 
Ix I a; -1 / Ä 

c/ «-^0 *^ 



Setzen wir nun 



/ — = 9(a;)rJ-const., .... (3) 



48t 




dw 

— = 9>(— w)-9)(0); 

^d TermSge der Gleichung (2) 

(p(u)=(p,(-u) (4) 

Man Hat aber eine doppelte Wahl; entweder (p(a!) = la;, oder 

■ ^ dx 

y»l ^(aO=i /(«•); indem aus beiden folgt d(p(x)=^ — ,wie es nach 

• X 

(3) atm muBB. Gleichwohl sind die Functionen Ix und il(x^) sehr 
^Q eioaiider verschieden; «Ue erstere wird nämlich für negative 
Wttfke der Verftoderlichen imaginär/ während die zweite für ne- 
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ffative X die nämlichen Werthe gtebt, wie für gleich grosse pöc 
tive x. In der That ist 



für g)(a?)=te, g>(~ar) = /:r+/(-l)=ir±(2*+l)«V^ 



oder 



dagegen für fpix)=z\ l(x*), fpi—x) = \ /( — a:')= J (&*) 
oder ' 

Da nun aber nach Np. (4) q>{—u) = fp{-^tC)' Hein soll, sokan 
man q>(x) nicht =£2; setzen, sondern muss durchaus qi(x)=:^\l{3i? 
nehmen. Es ist daher nach No. (3) 

/dx * 

— =4/(0:*)+ const. und nicht =&:+const.i 

Weiss man im Voraus, dass x keine nes^ativen Werthe a 
nehmen wird, so kann man auch die aweite Form nehmen, W4 
beide Formen für positive x identisch sind; dagegen wQrde es t 
tal falsch sein, sicn dies auch bei negativen x erlauben zu wolle 
Welchen Unterschied dies macht , sieht man z. B. an dem Integra 




dessen' Wertli nach dem Obigen = 4/(8«) -J/(2M=4/i = | i« 
ivährend er bei gewöhnlicher Schreibweise /(3)— /(— 2), also im 
ginär sein müsste. 
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Kllscellen. 



^ Herr A. J. H. Vincevt (professeur |tu c«U^e .Saint -Lovis) 
\t die Berechnung der Zahl n auf eine Rechnungsregel gebracht, 
eiche sich zwar sehr leicht aus ganz bekannten Säteen ersiebt, 
ier dessenungeachtet bemerkenswerth ist und bei'in Elemen&run- 
»rrichte berücksichtigt zu werden verdient,' weshalb ich dieselbe 
n Folgenden inittheilen werde. , 

Bezreichnen wir die Flächenräume d^s in und um einen Kreis, 
essen Halbmesser r sein mag, beschriebenen 

necks, 2Recks, 4izecks, Snecks, 16»eck6, .... 

espective durch 

Fn9 F2ny Fdrif Fsny Fißn, •••. 

I 

md * " » 

Sit 4 ^1^9 94n9 ^^9 oi^ii, •»•• ; 

io ist nach «inem sehr bekannten Satze 



ibo 



LI. 






, Weil mm r^n der Flächeninhalt des Kreises ist, so sind, wenn 

ian r^crl setzt, offenbar jede zwei einander benachbarte Glieder 
Im RmIm* 

1 

Fn . 

1 
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• ■ ■«. 



''Ji;^ £. !^' " »• 



••71. 



• > 
Also ist entweder 

J?=C0SQ)C081Ü « 

I» • • * 

_^ (eil — iCi)co8\(u+9) 

.. i..-.. .. (cti-^icOsiptui.+W . ' 

(a€i^cai)cosi(ic^^}^(6ci:-TTNC^),siD{(tc4^^ , . 



1 t ^\i Mir* X 



2=siD^ 

(oci — coi) cos4(tt+d)+(6ci— c6i) 8ini(tf-fe) 



oder 



:r=cos9}cosip 

(eil — tCi)cos|(gg — u+9) , 

(aci— cai)cosi(«— tt+ö)+(6ci— cfti)siD4(jr— tt+ö)' 

(ct\ — ici) Bin i (7t — u+9) ^ 

(aei — ca,) cosi(9r — a+ö)+(6ci— c6i) 8in4(»— t«+ö)' 

2 = 810^ 

_ (gt'i— u»i)cosi(gg— tg+ e) + (6 ti— t6i)sioi(gg— te+e) 
■"(oci— cai) cos 4(jr—a+ö)+(6ci—c6i)8iiiJ(«—ti+ö)' 

Ans dieser Betrachtung geht, weil überhaupt 

(eil — tcQcosg) 



"*" ■"^®^^^® '''-"" (aCxr-cai)cos9+(6c,—c6i)sin9)' 

(c£i— icOsinqp 

V = SinQ)COSti^ = — 7 T TTT — *^ — , V . — 9 

^ ^ ^ (aci — cai)ci}8q>+(0€i — C0i)8inq> 

— • — ( <rfi — Un) cos y + (ftt| — ibi) sin y 
* — ®*P ♦— • (i,^^ — cöi) cos g>+{Äci — c6i) sin y 

i«t, unzweideutig hervor, dass man zur Erreichung völliger Allge- 
Kiieinheit bloss 

2u setzen braucht. 

Wenn man ^ mittelst der Formel 13) berechnet, und den, abso- 
lut genommen, kleinsten Werth ron ^ durch t? bezeichnet, so ist. 
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indem k wieder eine beliebige positive oder negatiTe g»nxe Zahl 
b<WB||^|ip.»t, ,- ., . : \ . - * 

15) ^=t)+A:w, 

und folglich 

•in^=(«— l}*sinv, C08^==(— I)*co8», 

woraus man ifeht« . das« die^ geraden -nnd . m^eradeo Weirtfien von 
k entsprechenden Werthe von sin tp nnd von cos ^ immer ent- 
gegengesetzte Vorzeichen haben. ■. üb man nun fSr k eine gerade 
oder ungerade^ . übrigens an sich wiUkfihrliche^ ganze Zahl setzen 
muss, ist nach den ^orieiehen zu beiirtheilen, welche ris ^ ubA 
cos ^ hl Tolg# derWmneta 4) hab^ müMm. 



• '. t 



. ' ' 



. 1 



() I 



» 



1 •.> 'x-,.' 



I 
I ' ■ I 



-•-.\>I 1 ■: .II- 



.Isif f/* . ;■>■■* 



p- 



3»1 

Exempli gratia sit modnliis 2^=32, ergo n=5, ^=6, erit 
«=2, porro «=27=4.7—1, A = 7, 4dA + l = 57, 27<57. Ergo 
27 in tertia claase reperitur. At yero pro z=17 erit A = l, ^8h+i 
=9 atoae z non <4oA-f 1* Ergo 17 ad primam pertinet classem, 
<iiiiä 17=;=4«A':+1. ' 



15. 

S antem t sab formam redigitur ^f, ita ut f sit impar, ma- 
Difarrto dWisor communis maximus S erit 2 pro n=09 2* pro 

«=4, 2* pro n=5, 2* pro n=7 etc., 2^""* pro »=A-f 1 atque 

4 pro fi>l-|-i. Hinc erunt valores Dumeri 4dA4:l pro 

n=3 2'Äi:l, 

fi=4 2*Ä±i, 

w=5 2*^A±1, 

n=6 2V* + 1 

etc., 
w=:A + i 2^+' Ädtl. 

n>l+i 2^^* A±l. 

Si accipias Signum superius, habebis numeros ad classeni 
priBiäm pertioentes, ad secnndam vero, si sumas inferius. Reiiqui 
mmeri ad tertiam classem referuntur. 



16. 

Potest etiam periodus inveniri, quae omnia residoa ordinis t 
nodidi !»• vol 2p* compiectatur. Sit enim p* vel 2p» =m, g),»=p«--^ 

(p — 1) atque g numerus aliquis ad exponentem ^ pertinens, de- 
M^ante 6 divisorem communem maximum numerorum t et tpm» 

trit g residuum ordiois f; atque etiam g^, g^ , g*y » • » g ^ > 
iftmxBk .multitudo quum sit ^ neque plures numeri residua esse 
possiot,. patet j iUam periodum omnia residua involvere. 



17. 

Si doctrinam residuorum potestatum adhibere velis, theoremata 
irt. 11« et 14'. facilius ita probantur: 

Sit indoles nunieri /* ea , ut habeatur f ^ =1 (mod. 2«), quae- 
ritorqne^ niyn f ad classem primam pertineat an ad classem secun- 
dam, i. e. num f sit residuum ordinis paris i an non -residuum? 



399 

Undemanat, quum "»~*Clii-i «^±1 eit (^G»— 0"'=T1« Signo 
[ipenore utendum est aut inferiore > prduti m est impar aut par. 
im vero habetur ^Cn-i =— «, ergo (— •«)»=Ti vel a*»~l. 

Ex quo habetur propositio: 

Si summa numerorum secundum modulum primum 
incongruorum, quoxum muititudo m^ deinde simul 
Limma combinationum binarum, summa combinationum 
^rnarum etc. per modulum divisibili;s est, productum 
»ro unitati positive aut negative acceptae congruum, 
routi muititudo numerorum impar aut par, necessario 
uicuuque illorum numerorum erit radix congruentiae 
"^1 (mod. p}, 

5. Finem huic commentationi Impodam demonstratione propo- 
tionis, quae sequitur: 

Productuim omnium numerorum ad. eundem exp^o- 
entem pertinentium secundum modulum, qui potesiac^* 
st aliqua numeri 2 altior quam secunda, semper uni«- 
iti secundum hunc modulum congruum est. 

Examinemus primum casum, in quo exponens t est 2. Tum 
jro ad t pertinent 2"~*— 1, 2*-* + l, 2"--l productumque 
•=:(2*(«— *)— 1)(2» — 1), quod unitati secundum 2" congruum esse, 
atim perspicietur. 

Deinde'sit ^>2 pertinebuntque hi numeri ad exponentem I (20.) 

a, a', a*, «%.. a'—* ; — a,— «', — a*, . .— a'"~* 

A eorom residua minima. Quoniam ex supp. ^ semper est nu- 
lems par, erit productum 

leouue Pzzzak^*. Est vero o'=l, ergo (o<)i* = l, i. e. P=l 
mod. 2«), q. e. d. 
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bende; diese Reibe miu» daher eioe positive Gränze m< besitMo, 
so dasa 

m=:iiiii — i — 

UÄ.- ■■•■■■• ■^- ■ " ' ■ 



*=^a'-l 



m ist aber asugleich der Werth tod lim — j- • Um sich hier- 

TOD za überzeugen , überlege man, dass .T ». eine Fwiktion voa S 

ist, die nur för d=0, ein Fall der bei unserer Betrachtung nicht 
vorkommt, eine Unterbrechung der Kontinuität erleiden kann. Für 

ein unendlich klein werdendes d kann man nun — so . wählen, dass 

in Hißhb^fftk^QD i^, — Jcleiner M Itlsjedeaagebbtfe absolute Zahl. 

ti 

'-.'.> i_ . 

Dann kann aber, der Erklärung der Kontinuität gemäss, fLl— ^ 

n 

-"--T — dem Zahlwerthe nach kleiner als jede noch so klei^)^. ab- 
solute Zahl werden, und man hat 



JL 's'' 

lim |^Lzl^f!?^[:==0; 



n 

. -i 

lim — T — = lun — j = m, 

n 

Es ist daher, für a>0 und ein unendlich kleines, positives d: 

a^=l+m.*, Wo tii=:iim " , ^ 

und eine bestimmte Zahl ist. Dieser Satz gilt aber auch för ein 
negatives d und a<l. Denn ist 9 negativ 'tttid t=-^i'y bo hat man 

M'iflt a<l, sö-lst ^ ' ■'■>-'■- ■■ •■-■ ^.".■•- •' ».-/. 



-) =l + dlim LfZ^li^l + dlimi 



© 



aJ V v.ay 



y±=:0| ^^ ir=20 »'=^1— .äV i' 

=1+«. lhnAlll^1to«ir==l+d. Um-i-^=l— ^ / 
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^stauten so zu bestimmen^ dass gIeichzeitig^=s^>'::;dr=dO'/ yc^nO» 

ds dx dy 

m=0, f>=Ty=a, •2"=cosa, ^=sina4.initl|ia,die horizontale 

■ '■ '■ tut/ ' ■ ■ ' ■ ■ I ■ ' 

Ceschwindigkeit •^=:aco8tt, die vertikale Geschwindig- 

keit ^=« »in« werde. ' » • J» ' 

Man findet durch Integration der Gleichungen 1) und 2) 



« • ■ 



3) ^=«<^<>sa— ^, .! .{ ., .. . .^ s- 

4) g=asin«-f ^^<. 

Aui 'fl^ Gleicfatitng '3) erhält mati durch einJsi^ue^tefiTsrtion 

,^v . ^ ■ ' ^ CÄCOScr 

5) *= — loff. nat. -7 ^ , 

5f aÄCOS« — gx* 

oder 

-.. . a£coaoL_. — |^. 

• '.'4 /»■ *'^ 

• "'■ . ' 1; 1'*. - . • . ■ . ,y •. .. ... ... ■ .;•. •. 

we e ^e Basis der nactilrlichen Logarithmen tiedeuteit.' 
BbM'So erhfilt man alia 4) '•" >^' ' -, 



7) *= -log. nat. ' 



* 



^ Ä: + osina— ^— 5|r* 

8) y=k \ — (1— e F) — «J. 

Durch Combination der Gleichungen 3) und 6) findet man die 
korizontale Geschwindigkeit: 

:• :■■■■■. :^ .. ^ -^ ^,^«^06«*-?, •• .■•;'■'••'•'.•-,' 

■ * ■ « ■ 

und ans 4) und 8) die vertikale Geschwindigkeit: 

dv ' — ^ 

10) J^=(k+aBma)e ,* ^k. 

•—■■«L-. 1 lii' " " ■• ■ • . -^ • ! ■ ■' .•. ■ '. ■ • 1 f .!■■■'■. 



jEjid|ic]| ei^t nian^diirch Verbipdiiii'g.^er Olf^ichuvgen ^)^.nff^, 7) 

akcoaa _ A + ggin« ;*• i .. iir , muS 

aÄcosa-r-oa?~" ... ffSft J ' 

Qpd wenn wir aus 5) fSr t seinen Werth setzen und gehörig redn*- 
ciren, so ergiebt sich dioiGltftcbun'g ,d:er.Kuig^fl^b;n4it{ 

.., k-i-asiuä '' Ä* , , ^ akcosa 

11) y=- -a:— — " log, Kit. — jL — : .9 

^ ^ acoBa ' g ** oleosa — gx 

TlieU VL 27 
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PPi -qqi^j^»P9x^^\—^'y 



t\i- 



Aus der zweiten dieser vier Gleichungen folgt 

■ ; X '.'•■(- \^'^''- ' \»'\ '. 

Multiplicirt man d|e erste der vier in. Rede atehetnden. Glei- 
chungen m&iy; ööeAätt man' * • '•-"'- ^ ' -^ 

« - * * ■ "1 

also wegen der GleMfeung 52)[r v ,1 ^\ 

Multiplidr^ inan die dritt^ der^Gteichungen- i).nitt q^, so er- 
hält man < 

p'q* + q^pi*—5pq^ — 3q^Piqi* = bq^, ^ t»-"' 

und folglich j tvell wegen dcfr Gleichung 2; 

^Ti =-p^i » q piqi ——pq*qi 

Multiplicirt mafn die'viirtiQ^er')6l^cbtHigeti^H) mit q^, so er- 
hält man 

q'(q'±q^')-^'r^q'p\^(lll''' ''"- 
und folglich 9 weil wegen der Gleichung 2) 

ist: 

5) (7"~3/l«) (</"+yi )=0. :,.:](;:(? 

Weil aber nach der V^rausset^ng nicht €y^^i=0> d. i nicht 
q^i—q^ ist, so ist auch nicht *^*t=>—yi'/d. i. nicht ^'+5'i'=0, 
jind^ wegen der Gleichung 5) ist folglicn «xii 



n, £*^3p'*=0 



Daher haben wir swbchen deii dfei Gftaetfi p# ^9 9i j^^ 
die drei folgenden Crlelchiuigen; 



'' .. 



I ■ 



■•) 



f) 



p(i»--V)(v«-v/)=iv*. 



Aiui der dritten Gleichung In diesem Systeme foljt 



also 



■.)!' 






p*+y«=4p', p*-3y«=^%i«, 



und nach den zwei ersten . der Gleichungen 7) haben wir daher die 
beiden folgenden Gleichungen: 



oder 



' ' 1 ! 



Il 



9) oV=-1728pVV(*+%»*)V*=Vyi*' 
Aus diesen Gleichungen ergeben sich diie beiden folgenden i 

also durch Additfonx 

10) ia^+aie(6+^')iiM^=o. 

Ist nun nicht ^=0> so ii^t 



d. I. 



12) p-+|*p.=~^ 



aK: 



Lost man diese Gleichung wie eine quadratische auf, so' et 
hflt man 



also 



N • 1 



13) p»=~AJÄTi^*«-.Aa'), 



.1 
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14) g=-lV *TVft'-iVa' . 



Nadk der ^rittea der Gleichaogen 7) ist 



16) ff«=j(^lT^^^'. 



vid #eil tiiin nach dem Obigen 



*" 9 30,»+^)- IS^' 

ist; so hat man die folgenden AuflSmingen: 



" — ; ^ r» «=±-2"^ 5 1_ 



Pi=' 



^y iZvy-j Va» 



. <'.==F 



2y3.V^^^^ 



aod 






p,=— 



ftV ft+^ft'-'^«^ 



Weil DUO bekanntlich 



. «'i=T 



■ • I I ifc 



2V3.V *+IA*-iVj!: 



« =p +p, + (y-Hi) '♦'^—i 



*«,*»l8t 



■1,.. 



4SS 



16) a:=-iV b-Vjb*—^^ ' a 

,' 2 V 

2 V — ^T — - t -il ^ ^ '- — ■ ,^ 

.•■•::i:i\> iw.i\ i' IM I i.'i ii»'?f lt.. 
und 









»*- 



lp+r>'-^"' 



a \ 



* ] V3i/ Ä + V^--^ 



Durch leiohte Rechnung überzeugt man sich» dass 

»• ^ • ■ '•' ,,- ■ . ■ ». -iij ^:— Li 



jA/ ^y 6^-,^«^ d 'b+rv^=^ _ 



1 •■ 



ist 9 woraus man ferner ohne alle Schwierigkeit schliesst» dass dk 
beiden ietzteä^^eftl^e. iff>n^a^ von den beiden erßt^n picht versclue 
den äina> «od man aSko^ ^ie es erforderlich ist> ftr ^ n«|r zwe 
Werthe erh^. - 

Auch ergiebt sich leicht , dass man diese Werthe von x an 

folgende Art ausdrücken kamn: v . . 

— ._ . . .- • • ■ ' i^, 



- 2 |\ — > 2^ ' V r ■ ■— V- yr: — :2 1 



oder 



idt 



19) a:=-J 



y "ft+va^— iVo' 4/ "6- 1^6' -,«,«' 



±2V3 



2 ' 2 

o 7 1 1 



WeiidJ>|^f»!9JIM,^ti>3i^Wi^g«iai«rarlitetta)«tl«l«^^^ 7) 

anch »=0> und wegen der ersten der Gleichangen 1) also a=0. 
\ Die dritte und vierte der Gieichnngeb 1) werden in diesem Falle 

Weil nun aber. Dadi idlec VoranssetiHuig nicht q+q^=0 ist^ 
80 igt nicht ^11 = 09 und folglich 

Führt man diesen Werth von q^* in die erste der beidten vor- 
hergehenden Gleichungen ein, so erhält man 

QBd folglictt 



■' ■ ■ l. 
. . • , ■ ^ • Jl. 






Aleo ist in diesem Falle 1,:. r. : 

\ oder ■'' * ■■■-■■ 

Ganz . denselben Ausdruck von x erhält man z. B. aus 18), 
yifmm man a==0 setzt, und steht alsa« dass die Gleichung 18), so 
wfoeben so jede der Gleichungen 1Q% 17), 19), ganz allgemein 



I versteht sich von selbst, wa^ aber fjSglich dem Leser überlassen 
[^werden kann. Meine Absicht ' Im Voraergehenden war nur, die 
IQ dem früheren Aufsatze bei- der Bestimmung der reellen Wurzeln 
vi|ewai|dte«li^odi»:noch etwas weiter zfi verfeigen, aus welchem 
GesidM^i^iiite man allein das Vorhergehende 2u betrachten hat: 



M 



' - I 



• - -,■ - \ '^ . i ■• ■ 1 . : ; . .■'.. . 

'Tfcaü VI. 28 



«M 



f 



I . . . . ■ X 



* ' ■^ 






;s:r;-.-*- 



^, « 



Velber iNMStInMiite Intesraleb. > . V 

Von 



Herin F. Aritdt,' 



■,*\ ■■ -^\ 









■■! >'t • .. ■■'.1» '••!» i"i .'• ■•»■/ . •»»■ : - ■:.. . .'.' *'ffi- 1 

»• 
' = '.r . I..:* :» •»'" «I.*'- i'- a . !•• *">ti;*»)f:,i-/|| 

Durch gewObnMcJieDivUfion^älli nuui die ideotUdieGlcScIiin^ 



'»■••• • . \ 1 

Mültiplicirt maD auf beiden Seiten durch dx, und int^rirt ?m ' 

^r==0 bis xzsi, 80 entsteht ^ '- ' ^ ii"i-'.i\i i*< } «' «.: (/ 



Differenziirt man ten fli^ele fil^cbun^ nach^/»» die resultirende 
Gleichung wieder nach a u. s. f. , so erhält man nach und nach 






t :,! ; /*^j?^.'^f.^— ,, 




.1. . ;. M f- 'ii ' '# ^SifSlü-?'" ". '»•' .■■•^!' 







1 






•1=0 (a+l+n)* ^ ^ ' ^0 1+a: 



' ; i'< I 



1 .-•'.■' *i .■ 

Setzt man — /— fiir Ix, so gehen die entWickelfen Gleic^un- 

gen über in die folgenden: •. ' ' ^ '\^ 

i 

'*^ 2.3..,(n-»)Jo t+ar " ^ *^ 4i (a+l+n)*' 

*' 2.3...(p— IX/jT ^ I+« '~,f. (a+l+n)!'- 

Lassen wir nun a sich der Null nähein, und geben zu den 
Grenzen fiber, so idrd .. .. '■ 

. . ., : '.:l2-ß..,;^.-,l\/o.i. . %rNC,.y,,! ...iis<(!<PH«)» .,; , 

- •• ?i ••- ... ! tii'- «»'j:.; -i-l:'' •'■ < - '.::■■ . • . ' 



Die Gleichung i) wiM für pr^ folgende: 






.1 ■ • 

t . - .. • : '■' 

' 'i^ Setzt iniaii Meiin ^s^twägd;^^ iso findet.iiiiäA läuch efniit^n leicb 
t#imedttctfoiwtf : ^ *^' -'*'■ ^-' •' ^'» ■''^■1 •' '• = '' ' 

'^ng9^d,,= (t.l)-^ ^Xrx^- 

' Ninuht man hierin für a der Reihe naich 0, 2V49 6, etc., so 
ecgiebt sich :^ '. « . , ,. 

^' rf9=l-i+i-l;+etc., , 
y^^^'tang^^dyzrl— H-)— H-etc., 
Jr *tangg)*d9==t— l+J-T-i^ 



: t i 



i_. 



allgemein — ' 
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• » i? 



1. 8. w«; alsil «l%emcio . n 






:! .»f'N- i. ' ;. ,,; -4 



. /»J« 111 

8) y ^ taDg9><f dip =2^1^-2^+ v5^-etc.+(-.l)«. i». 

'. Auf ganz äfaDÜche Art wird, wenn man filr a succ. 1,3, 5, 7, 
etc. setzt: • • . . 

In beiden Formeln ist g eine positive ganze Zahl ; man erhält 
dieedben Mich durch Anwendung von Reductionsformeln. 



.. • i f 



Setzt man überhaupt in der Gleichung 1) orzstangqo^, so ent'- 
steht nach einfachen Keductionen 

f— l>f— * Pin 

"=• . 1 • 

=(~*^^o ((H-l+-i«)i»' 

^od wenn nian a sidh d)^ Null nähern läs§t: , 



•.' 4- • 



••■■■# '■•:''■ ■ * ■ ' J ■. ^ ' 



.!o. ,ii. V. =!(-r !)• J^ '(i + 2«)> - 



. - - ^ L - _ . , . ,... 



Setzt man. ip der Gleichung 2) :r=:äin9)^, so entsteht nach 
^fiu^ben Reducfionen / 



**) 2.1..(p-l)J„ 



sin y^ ( /sin y ) Py* d !jp 
cos 9 



, ' . — ,^p (a+l+2ii)i»^ 



nd wenn man n sich der Mull nähern lässt : 
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*"*' 2^...(p-l)Jo cosy ^„^(1+2») 



I «■ » V 

» -i;_ • •■ .11.. ; 



TV. 

Die Summen in, deo. GleichuDflnBD ^6),. 13) lassei 
kanntlich darch Bervauilische Zalhren ausdrücke! 
eine gerade Zahl ist. Weiss man den Ausdruck für< 
in 6% so können die Ausdrücke fär die übrigen geflachte 
daraus abgeleitet werden. Diess zu zeigen, sei 

•"=» 1 _ 1 11 

'^~^*"*^ ,^0 (l+n)a?~i^~2«f+3«i'"" ^^^ 

-■-""•■"•* ■' ' ü^« • .1- ^ ^ f 1 ■ 1 

»fo (l+2ll)2v ""Py +3«5'^5?« ^ ®^^* 

' t . ♦ ' ' • I 

Man findet leicht die Relationen j-|-^i=2(f» s — 

2*? 1 2*9""^ 1 

aus denen sich ergiebt c =: 02» - * ' * > *i= oag^ 1 — *• ^® 

man 

*""^f (1.+«)«^^ "^ 1.2.3..2^''^ 
, 4x "=!.* 1 (2a»-'~l) F , 



14) 

I "*— V -'„^(1+«)-^— 1.2.;5..2( 



^•^ «f (l+2n)^ — 2.1.2.3..2^ 



»IT— i 



indem j? die qie Bemoullische Zahl bedeutet. 

Somit haben wir statt der Gleidhungen 5), 6), 13) die 

p^ {l^)^^dx ^ (2«r:'-i) V ^, 
15) 1^'/** (»y >^»-*<to _i 2^''K ■ 



«n— 1 



\ ff ' C0S9 2.2^ 






4«» 



V. 

Die Svmme in der Gieichmig 11) ist mn SeeantencoefBcieDt 
fieno p uDgerade ist, denn man weicus« dass 

22 n=ao 1 

n ||=:0 ^ ' l-|-2ft 



+^- -»:(-*)"• 



(l+2n)' 






2«a:« «^oo 1 . 

+ U. S. W 



'■( 



:?:i 



Beieiciliiet man also den (q+l)^^ SecaotencoefBcienten durch 



•o ist 






t, also 



1 ^ «*?+' 

i (-*>■• U+äitm^ "^ g^' .DesshaibhatmannachU) 



m 



1.2.3..2g.^'3A+* 



J^ ( /tang 9 )a^€Z9 =r ^c^^-i 



i f 



• ■ \ • 



t I , 



• ' . ■ ■ • 



1.« 



.I'-* 



M-n 



' 'nr 



% 
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f ■ r 
1 . .. r i , - , ^ i'\ 

«■i--- »».* .. •<" 

. ■ - * 

Hiscellem. 







.'^ 



I . 






i->» ■ ■» l'iJ;^.-<'H» ■ ... 5V .ir ■ ; . /i .1!»' .-f.:;- * 



• I 



Wenn die GrSssen R, g>, ^ aus den drei GleichoogeD A= 
R 008 9 cos 1^9 ,B=R sin 91 cos if^ Üsr ilsin tp bestimmt werden 
sollen^ so wird,aiabei ^ew5hnlich jofch diewlrfi3llang der Bedingung 
verlangt, dass R positiv werde. Soll diese Bedingung erffillt wer- 
den » so muss man.,.^ Wiqkel {jp^tfr.^uif euM»; £estiinf|ite Wwie 



werden, so wollen wir dieselben hier einmal bn Folget 
mensteUen , indem wir dabei ^Mleiclivon der Annabme ausgehen, 
dass y> immer positiv und von v bis 960^, dagegen ^ positiv und 
n^aüv, aber rüdesichtlich seitaes absoluten Wmhs n|ir yon.O bis 
9(F genommen werden soll. Wollte man auch \if tiieis poslu? und 



nehmen«, 1; Dß, , 4u^ere ^R^ln hiomlr .^eineipi^i^ iujp)it jgf griSen 
so wollen wir dieselben hier einmal bn Foleenden zusam- 
n, indem wir 
nmer positiv 1 
aber rüd»ichl 

rnommen werden 
bis 360^ nehiaei{ , so würden die R^;%ln anders ansl 
werd^ ilcb '«ber^ naeh Anleitung. 4es J^olgdnden,, teikei' iei< 
aufstellen «lassen, wan auch zu zwedm^äs^en tJdbi^tten 
Crebrauche der Zeich^n^beim trigonometrischen ^nfi^rriditeVei 
lassnng geben^lami. %. 

Z^BestimmiMrvm'^ hat inin die foU^ \-^' 



Zur Bestimmung von ^ hat man 



c . er» \ 

= 11 sui 9, \ 



I ^ tang^=2^ co8i(gp= j 

^ und 12 ergiebt sich mittelst der Forp^ ' 

B= '^ ■■■■■* 



f 



U t- ' 

eist der Forp^ ' ' \ 
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